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Ein Kegel mit Spitze S(O 10| S) und halbem Offnungswinkel o sei

bezlglich der Symmetrieachse um den Winkel 6 mit 0 < 6 < 90°+a in
Richtung x-Achse geneigt.

Gesucht ist die Gleichung der Schnittkurve des Kegels mit der xy-
Ebene.

Z A
S(010ls)
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1. Fall :

Gleichungen der Kegelschnitte

0 . X
0 SP = y
1 S

S
I

ISPl = x?+y?+s’
ISP| -cosio = f -SP

\/(x2+y2+32)008(oc> =s

(x%+y2+s?|cos?ia) = s

2

S
X“+y°+s® = Z——
CoSs” (]
2 2
2 > S (1—cos (Oc))
X + = >
COS™ (O]
2 2 2
X° + y = (s-tamou)

Gleichung eines Kreises
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2.Fall: 0+a <

S(101s)

JT

2

N

Gleichungen der Kegelschnitte

X

y n
—S
\/x2+y2+52



——

ISPI -cosiat) = SP i

\/x2+y2+s2 .cosia) = sinlB) x + s cos(B)
(x2+y2+s?) cos?iow = sin®l0) x> + 2ssinl0) cosl0l x + s cos?(0)

cos’ (o x°+cos’ (o y°+s” cos’ia — sin®(0)x°—2s sin(0)cos(0/x—s°cos’(B) = 0

(cos?io—sin0)] x> — 2s sin(Blcos(0lx + cos?ay? + s%(cos?ia—cos?(0)] = 0

Gleichung der Schnittkurve

Bemerkung : Die Koeffizienten der Terme X° und y2 sind positiv.

0 <0 < Tzi—oc = 0 < sin(@) < sm(i—a) = COSa)

= sin(0) < cos?a

= |0 < cos’iol—sin®(0]
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Berechnung der Schnittpunkte mit der x-Achse y = 0:

(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(0x + cos®ay? + s2[cosio—cos?(0)] = 0
y =0
(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(01x + s%(cos?iai—cos?0]] = 0

Setze: a := cos?io—sin’l0) > 0
b := —2s sin(0)cos(0)

¢ := s%(cos?iai—cos?(0)]

ax’ +bx +c =0

_ —b + Jb*—4ac _ —b — Vb’—4ac _ —b + Vb*~4ac
X2 = 23 X1 = 23 Xa = 2a
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Koordinatentransformation , Gleichung der Schnittkurve in den neuen
Koordinaten:

X' = X=X, © X = X'+X, y' =y
(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(0x + cos?ay? + s2[cos?io—cos?(0)] = 0
ax’ + bx + cos®ay’ +¢c =0
] 2 1
a(x'+x, + b[x"+x,] + cos’ialy’ + ¢ = 0
12 2

ax'? + 2ax,x' + ax; + bx' + bx, + cos’lay* + ¢ = 0

ax'? + 2ax,x' + bx' + cos’lay® + ax’ + bx, + ¢ = 0

- ~— 7
12 ' ' 2 2 0
ax' + 2ax,x' + bx' + cos“iony” =0
—(2ax,+b a : : :
2 = | — ) x' — =——x" Schnittgleichung in x’, y
cos”ia cos” o
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b — Jb*—4ac

Wegen x, = 72 folgt

—(2ax,+b] = Jb’—4ac

—(2ax,+b| = J4ssin?(0)cos?(6) — 4s%(cos?ai—sin?(6))[cos?io—cos®(6]]
—(2ax,+b] _ V4s?sin?(0)cos?(8) — 4s2(cos?iai—sin?(8))[cos?iai—cos®(6]]
cos’ia cos’ o

—(2ax,+b] _ V4s?sin?(0)cos?(8) — 4s%(cos?iai—sin?(8))(cos?iai—cos®(6]]
cos’(aL) cos’ o

—(2ax1+b)

5 S\/sinz(e) cos’(0] (1_sin2(6) )(1_0032(6))
|

cos?ia) cos?io cosia cos?ia)

-1

_(23X1+b) 5 S\/cosz(ﬁ) N sin?(0)

cos?ia) cos’ia)  cos’ial
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—(2ax1+b) 5 S\/cosz(e)+sin2(e)—cosz(ou

cos’ia.) cos’(a
—(2ax,+b] sin’ (o
2 =2s 2
cos’ia) cosio
—(2ax,+b|
> = 2 s tanio
cos’ia)

Es folgt weiter fur die Schnittgleichung in x’, y:

,  —|2ax;+b] | g '2
- 2 X - 7 X
COS“ (O] CcoS” (o
2 . 2
: coO —sin \
y> = 2 stania x' — S 7S (e)xz , ¥ < 2 stania X

cos®ia
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Furwelche x' =f ist y = stanias ?

' d . )
y? = 2 stanio x' — =——x“ ,  a := cos’ia—sin’(B] > 0
cos’ (o)
a
s’tanlo) = 2 stania f — =——f*
cos’ o)
a
= - 2 stana f + s’tan®a) = 0
cos’(a
2 2
as“tan” o
2stania) — \/482tan2((x)—4 > )
- cos’(a
112 —
a
2 2
cos’(a
2 2 a
2stano) =+ \/43 tan” o 1——2
COS (o)
f1/2 —
a
2 2
cos?ia)
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f1/2

f1/2

f1/2

f1/2

2stanio) = 2stania)

\/0032(ou—a

cos?(a

a
2 2
COS ()

2stania) = 2stania

cos?io—|cos?ia—sin?(0))

cos?(a

cos’a—sin’(0)

:2 2
COS (a

2stania) = 2stania

\/sinz(e)
cos’a

cos?io—sin?(0)

:2 2
COS (o

2stania) = 2stania

sin(0)

cos (o)

5 cos? o —sin?(0)
cos®io
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sin(0)

stania) £ stanio

- cos(a)
1/2 — .
cos?io—sin?(0)
cos?(a
in
stana) 1iS )
. CoS (L]
112 — .
,_sin’(6)
cos?(a
__ stania __ stanio
f = sin(0) f, = sin(0)
| i
1— 1+
cos ) COS (L]
¢ — Ssina ¢ — Ssinia
1 cos (0 —sin (0] 2 cosial+sin(0)

Damit hat die Kurve die Punkte

in(o inoy
F, SSin| , | stania) F, Ssin| .
coSs (o./—Sin(0) cos(o/+Ssin(0)

| stania
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Geometrische Interpretation der Gleichung in x', y

2 . 2
V' = 2 stania x' — cosz<oc) sin (G)X.z V2 < 2 stanio X'
cos” (o
A
S(0101s) y? < 2stan(@)x
AQ < AR
y A
RN 1\
Y ) ; /—\R ) 8
\1 /A/ y X
P(xlyl0)
P(x'lyl0)

Da der Flacheninhalt des Quadrats kleiner als der des Rechtecks ist, nennt
man die Kurve Ellipse, von gr. ellipein = eAAMITEIV = ermangeln .
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3.Fall: 0+a =

T
2 2

S(101s)

P(xlyl0)
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Gleichung der Schnittkurve (siehe s.4-5)

(cos?io—sin?(0])x? — 2s sin(0lcos(0x + cos?ay? + s2[cos?io—cos?(0)] = 0
Wegen 0 = TZL—OL ist sin(6) = sin(;i—a) = cosl0), so dass der

Koeffizient von X verschwindet :
—2s sinlBlcos(0)x + cos?ay? + s(cos?iai—cos?l0l] = O

Berechnung der Schnittpunkte mit der x-Achse y = 0:

—2s sin(0)cos(0lx + cos?iay? + s(cos?io—cos?(0)] = 0

y =0
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—2s sin(Blcos(0)x + s(cos?iai—cos?0l] = O
—2s sin(0)cos(B)x = —s?(cos?ai—cos?(0))

. —sz(ooszmw—cosz(e))
- —2s sin(0)cos (0]

. = s(coszmc)—cosz(e))
° " 2sin(0]cos|(0)

Koordinatentransformation, Gleichung der Schnittkurve in den neuen
Koordinaten :

X' = X=X, © X = X'+X, y' =y
—2s sin(Blcos(0)x + cos?ay? + s2(cos?iai—cos?l0l] = O
—2s sin(0)cos(0](x"+x,) + cos’ioy” + s2(cos?a—cos?(0)] = 0
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—2s sin(0)cos(0x'—2s sin(0lcos(0)x, + cos?ay? + s?(cos?a—cos?(0))

—2s sinl0)cos(0)x' + cos?iay?—2s sinl0)cos(0lx, + s(cos?io—cos?(0)]

N— I
——

0

—2s sin(B)cos(0)x' + cos?iay® = 0

2

cos’(aly’ = 2s sinlB)cos(0)x’

s sin(Ojcos (0]
X

2
y- = 2 5
COS (O]

S sin(0)cos(0) o
cos’ (o

Furwelche x' =f ist y =

s sin(0)cos(0)
5 X
cos ()

y* =2
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yz _ 5 SSI?(B)COS(G)X.
cos”(a)
_ S sin(6)cos(0)
cos’ o)

s*sin®(0)cos®(0) _ 5 ssin(e)cos(e)]c
cos’ia cos’ (o)
ssn;(e)cos(a) — of
cos” o

£ ssin(0)cos (0]
2 cos’ (o)

Damit hat die Kurve den Punkt

= ssin(0)cos (0] | s sin(0)cos(0)
2cos? (o) cos’a.)

Gleichungen der Kegelschnitte
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Geometrische Interpretation der Gleichung

5 5 S sin(B)cos(0) X

Yoo cos’ (o)
y A Pxlyl0)
2 S sin(0)cos(0]
= 2 X'
// oY Y cos’ (ol
R . fa = A
X

Da der Flacheninhalt des Quadrats gleich dem des Rechtecks ist, nennt man
die Kurve Parabel, von gr. paraballein = TmpaaAAelv = gleichkommen .
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4.Fall: |2—a < 0 < T+q

N2

S(O101s)
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Gleichung der Schnittkurve (siehe s. 4-5)

(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(0x + cos?ay? + s2[cos?io—cos?(0)] = 0
Wegen
0<Z_0<0<l+q
2 2
0 < sin(Tzi—oc < sin(0) < sin %+O€

0 < cosia) < sin(0]

cos’ia) < sin?(0)

cos’ia—sin?(@) < 0

haben die Koeffizienten von X° und y2 unterschiedliche Vorzeichen .
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Berechnung der Schnittpunkte mit der x-Achse y = 0:

(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(0x + cos®ay? + s2[cosio—cos?(0)] = 0
y =0
(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(01x + s%(cos?iai—cos?0]] = 0

Setze: a := cos?io—sin’l0) < 0
b := —2s sin(0)cos(0]

¢ := s°(cos?ia—cos?(0))

ax?’ +bx +c=0

_ —b + Jb*—4ac _ —b — Vb’—4ac _ —b + Vb’~4ac
Xijg = 2a X1 = 23 o = 2a
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Koordinatentransformation, Gleichung der Schnittkurve in den neuen
Koordinaten :

X' = X=X, & X = X'+X, y' =y

(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(0x + cos?ay? + s2[cos?io—cos?(0)] = 0
2 2 2 —

ax® + bx + cos“lawy” + ¢c =0
] 2 1

a(x'+x,] + b[x"+x,) + cos’ay’ + ¢ = 0

ax'? + 2ax,x' + ax> + bx' + bx, + cos?iawy? + ¢ = 0

ax” + 2ax,x' + bx' + cos’lay’ + ax; + bx, + ¢ = 0

— ~— _/
12 ' ' 2 2 O
ax' + 2ax,x' + bx' + cos“iony” = 0
, —(2ax1+b) . a ,
2 X = 2 X
cos“(a) CcCoS“
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b — Jb*—4ac

Wegen = fol
egen x, = o olgt
—(2ax,+b| = Jb’—4ac
—(2ax,+b| = V4s?sin?(Blcos’(6) — 4s2(cos?a—sin?(6])(cos® a.—cos?(6)]
—(2ax,+b]  y4s?sin?(8)cos’(6] — 45°(cos’ia—sin®(8])(cos® . —cos?(6)]
cos’ia cos’ o
—(2ax,+b]  y4s?sin?(8)cos’(6] — 45°(cos®ia—sin®(8])(cos® . —cos?(6)]
cos’(aL) cos’ (o)
—(2ax,+b| sin’(6) cos?(0) sin(0) cos?()
2 =2s 2 2 - | 1= 2 1- 2
cos’ia) cos’ia cos’ (al cos’ial cos’ (o

— 1

—(2ax2+b) 5 S\/cosz(a) s sin®(0)

cos’ia) cos’al  cos’ia
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—(2ax2+b) " S\/cosz(e)+sin2(6)—cosz<ow

cos’ o) cos’ia)
—(28X2+b) sin’ (o)
2 =2s 2
cos (o cos i
—(2ax,+b)
> = 2 s tania
cos‘ia)

Es folgt weiter fur die Schnittgleichung in x’, y:

, —(23x2+b) 3
= 5 X — —2X
COS () COS ()

12

2 . 2
,  COosS“(a)—sIn“(0] _, 2
y> = 2 stanio x' — 9=S ()xz , Y > 2 stanial x

cos® o
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Furwelche x' =f ist y = stanias ?

' d . :
y? = 2 stanio x' — &=——x“ |, a := cos’ia—sin’(B] < 0
cos” (o)
a
s’tan® o) = 2 stania f — =——f°
cos’ (o
a
= - 2 stana f + s’tan®a) = 0
cos’(a
2 2
as“tan“a
2stanio) — \/482tan2((x)—4 > ol
- cos’ (o
1/2 —
a
2 2
cos”(a
2 2 a
2stania) + \/43 tan® o[ 1——
COS (O
fi, =
a
2 2
cos?ia
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f1/2

f1/2

f1/2

f1/2

2stanio) = 2stania)

\/cos2(ou—a

cos?(a

a
2 2
COS ()

2stania) = 2stania

cos?io—|cos?ia—sin?(0))

cos?(a

cos’a—sin’(0)

:2 2
COS (a

2stania) = 2stania

\/sinz(e)
cos’a

cos?io—sin?(0)

:2 2
COS (o

2stania) = 2stania

sin(0)

cos (o)

5 cos? o —sin?(0)
cos®io

Gleichungen der Kegelschnitte
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sin(0)

stania) £ stanio

- cos(a)
1/2 — .
cos?io—sin?(0)
cos?(a
in
stana) 1iS )
. CoS (L]
112 — .
,_sin’(6)
cos?(a
__ stania __ stanio
f = sin(0) f, = sin(0)
| i
1— 1+
cos ) COS (L]
¢ — Ssina ¢ — Ssinia
1 cos (0 —sin (0] 2 cosial+sin(0)

Damit hat die Kurve die Punkte

in(o inoy
F, SSin| , | stania) F, Ssin| .
coSs (o./—Sin(0) cos(o/+Ssin(0)

| stania

Gleichungen der Kegelschnitte

28



Geometrische Interpretation der Gleichung

2 . 2
: coS (o)—sIn“ 10 '
y* = 2 stanio X' — a ()xz . y* > 2 stania x

cos? (o)

y° > 2 stanio x'

Da der Flacheninhalt des Quadrats grof3er als der des Rechtecks ist, nennt
man die Kurve Hyperbel, von gr. hyperballein = vrepBaAAelv = Ubertreffen .
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Ellipsengleichung in x‘, y

) . cos’io—sin®(6 .

y° = 2 stania) x' — A »
cos’ \\ Ay x
y° < 2 stanio x' P(xly10)
Yy A P(xlyl0)
Parabelgleichung in X/, y /
: y
y2 = 2 s&g(@)cos(e) X % N g
cos”(a) \ ‘ X'
| | | \ 0
Hyperbelgleichung in x, y y A
2  ein? A
v’ = 2 stanio x' — cosz<oc) Sin”(6) _ .2 ﬁ oy
COS () ( A )
2 X‘

y> > 2 stanio x'

Gleichungen der Kegelschnitte
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Gleichungen der Kegelschnitte (minimalistisch)

Ein Kegel mit Spitze S(0101s) und halbem Offnungswinkel o sei

bezliglich der Symmetrieachse um den Winkel 6 mit 0 < 6 < 90°+a in
Richtung x-Achse geneigt.

Gesucht ist die Gleichung der Schnittkurve des Kegels mit der xy-
Ebene.

Z A
S(0I0ls)

P
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Vorgehensweise :

(1)  Gleichung der Schnittkurve des Kegels mit der xy-Ebene

(2)  Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse : x, <x,

(3) Koordinatentransformation x' = x — x,

, Y =Y

(4) Darstellung der Schnittkurve in den neuen Koordinaten x* , y
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(1)

Gleichung der Schnittkurve des Kegels mit der xy-Ebene

Z A
L X
SP =| vy n
S(101s) —s
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ISPI -cosia) = SP i

¢x2+y2+s2 .cosia.) = sinlB) x + s cos(0]
(x2+y2+s?] -cos?ia = sin?0)x®2 + 2ssinl0lcosl0) x + s cos?(0)

cos’ (o X“+cos’ o y°+s” cos’ia) — sin’(0]x®> — 2s sin(B)cos(B] — s’cos’(O)] = 0

2

(cos2io—sin(0)] x> — 2s sin(Blcos(0lx + cos?ay? + s%(cos?ia—cos?(0)] = 0

Gleichung der Schnittkurve des Kegels mit der xy-Ebene
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(2)  Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse : x, <x,

(cos?ia—sin?(0))x2 — 2s sinl0lcos(0Ix + cos’iay? + s?(cos?io—cos?(0]] = 0
y =0

(cos?—sin?(0)]x®> — 2s sinlBlcos(@)x + s?(cos?a—cos?(B]] = 0
Setze :

a := cos’(a—sin’l6] b := —2s sin(B)cos(6) ¢ := s?(cos?ioi—cos?(0)]
ax>+bx+c = 0

X:—b—¢b2—4ac - X:—b+\/b2—4ac
1 2a 2 2a
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(3) Koordinatentransformation x'=x —x, , y' =y
X = X'+ X,
(cos?io—sin?(0])x? — 2s sinl0lcos(0x + cos?ay? + s[cos?io—cos?(0)] = 0
ax’ + bx + cos‘lay* +¢c = 0
] 2 1
a(x'+x, + b[x'+x,] + cos’wy’ + ¢ = 0
12 ' 2 ' 2 2 _
ax' + 2ax,x' + axj + bx' + bx, + cos“iawy "+ c¢c = 0
12 ' ' 2 2 2 _
ax' + 2ax,x' + bx' + cos“ialy” + ax; + bx, +c¢c = 0
=0
12 ' 2 2
ax' + (2ax, + b|x" + cos“ay" = O
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a ) (2ax1 + Db

— x"“ + . X' + y° =0
cos’ (o cos’® o)
Nebenrechnung :
[2ax, +b]  _ Jp? — 4ac
cos’ (o) cos’ (o]
(2ax, + b] _ - Vb2 — 4ac
cos® (o) cos’ (o]
a := cos’la—sin’lB) b := —2s sin(Bcos(6) ¢ := s%(cos?ia—cos?(0))
2ax, + b]  — y4s%sin?0)cos?(0] — 4(cos? a—sin®0)]s?(cos? a—cos? ()]
cos’ (o) cos’(al
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(2ax1 +b) - \/4szsin2(6)cosz(6) 45%(cos? o —sin?0))(cos? (o —cos?(0]

cos®ia cos”(a, cos”(a) cos®ia cos®ia

2ax, + b]  |4&’sin’l6lcos?l0) 42| 1_sin’(0] |, _cos’(6

cos’ o) cos’ (o cos” o cos’ (o cos’ o)

[2ax, +b) \/4szsin2(6)cosz(6) _4¢2q _cos’ll  sin’le) . sin(Bicos”(6
cos? i cosia1cos’ o cos’iol  cos’ioy  cos’iocos?ial
(2aX1 + b) _ \/ 2| cos? . sin’le) 1

cos? (o) cos’iay  cos?ia

(2ax1 + b) _ \/ 2[cos®(@) + sin’l6] ’

cos?(a) cos?(

(2ax1 + b) _ \/ o[ cos®(0) + sin’(0) _

cos?(a) cos?|
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(2ax1 + b)

cos? (o)

[2ax, + b

1 — cos’ia
2 = o \/432 2
cos?(a) cos?a

(2ax1 + b) _ _lag? sin’ (o
cos?(a) cos’(a
(2ax1 + b)
- = — J4s’tan®ia
cos?(a)
(2ax1 + b) . > . 2
y — — 2stan a := cos (a—sin“(0]
cos‘

Weiter mit der Schnittgleichung :

a X'2 N (2aX1 + b)

- 2 X'+ oyt =0
COS (O COS (U]
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cos?(a—sin%(0)

> x"” — 2staniax' + y° = 0
cos’(a
Setze :
. 2 e 2
¢ := SN0 Numerische Exzentrizitat = S @ =SINOL _ 4
cos o cos’(a
[1-€?] x? — 2stanial x' + y? = 0O

Gleichung der Schnittkurve des Kegels mit der x'y-Ebene parametrisiert durch die
numerische Exzentrizitat € , der Spitzenkoordinate s und den halben Kegelwinkel
a .
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Je nach GroRBe von ¢ ergeben sich unterschiedliche Kurven :

@

gll: (1 -

gl2: (1 -

gl3: (1-

gld: (1 -

) x2-4x+y?=10 Y
0.87) 52 -4dx +y? =0
1) x2-dx 4+ y2=0

122) 2 - dx 4+ y2 =10

e=0
O<e<1
8:
: 1<e¢

gl4

gl2

gl

b 4
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Kreis
Ellipse
Parabel
Hyperbel



Durch die Vorgabe des halben Offnungswinkels a; und der Kegelspitze
S1(0I0Is¢) sowie der Wahl des Neigungswinkels 8, kann man unendlich viele
Kegelschnitte erzeugen :

sin(0, |

COS (0]

(1—e12) x° — 2s,tan(a,) x + y> = 0 mit €, =

Kann man bei einem zweiten Kegel mit dem halben Offnungswinkel a;
eine Spitze $S(0l0ls;) und einen Neigungswinkel 6, angeben, der den
gleichen Kegelschnitt erzeugt ?

(1—e§) X" — 2s,tan(o,) x + y° = 0
sin(0

mit e, = %
COS (0|

und 2s,tan(a,) = 2s,tan(a,) , €, = €,
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Losung :

2s,tan(a,) = 2s,tan(ay) €, = €,
tan(a,) sin(0,| sin(0, |
S, = S =
? ' tan(a,) COS(0,|  COS(0l|
COS (0L,

sin(0,) = sin(0,] oS oty

0, = sin1(sin(61) COS(%))

CoSs (o]
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