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Gegeben sei die Funktionenfolge (fn)nelN auf dem Intervall [0;1] mit
y = f,[x] = x" . Die Graphen bilden die Kurvenschar (K,

neiN *
® f(x) = Wenn(0 <x < 1,x) N
—x (0<x<1) 11
® g(x) = Wenn(0 < x <1,%) : 1
— ¥, (0<x<1)
09 f
h(x) = Wenn(0 < x <1,x%) f
© . /.
- %, (0<x<1)
° p(x) = Wenn(0 < x < 1,x") : 07
— o (0<x<1)
06

q(x) = Wenn(ﬂgxgl,xs) :
o 05

— x3, (0<£x<1)

r(x) = Wenn(0 < x < 1,x%) : 0.4
@
- x (0<x<1)
03
s(x) = Wenn(0 <x <1,
o ( ) Dz
— x, (0<x<1)
8 0:1
t(x) = Wenn(ngSl,x)
©
X (0<x<1) £
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Wie findet man die Grenzkurve K von (K| ?

neiN
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Voruberlegungen

(0) Die Funktionen der Funktionenfolge y = x", nelN sind umkehrbar,

so dass man auch die Folge der Umkehrfunktionen x = Vy , neN
betrachten kann . , A

1 n

Grenzkurven 3



(1) Fur x€(0;1) gilt: Firalle neNist x"' < x" .
Das heildt, die Folge (x” wen ISt streng monoton fallend .
Der Grenzwertist: lim x" = 0

n-> oo

Beweis:
1 1
X <1 | -X O<x<1, —>1 ,etwa —=1+q
, X X
X° < X | -Xx
3 2 1—:(1+q)”z1+nq
X" < X | -X x"
4 3
X < X | -Xx
x”s1
1+nq
USW. _ )
imx = 0
n->w
Xn+1 < Xn
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(2) Fir ye(0;1) gilt: Furalle neNist y < ™y und {y < 1.
Das heil3t, die Folge ({’/37)nelN ist streng monoton wachsend und
beschrankt . Der Grenzwertist: lim Vy = 1

n-=->oo

Beweis:
Jy < ™y
1

y' <y

n+1 n

yoo<y wahre Aussage nach (1)

1
n+1 I "n(n+1)

Angenommen, | = lim Jy < 1 . Dann gébe es ein ¢>0 und ein n,

n->oo

mit I—e < y < l+e < 1 firalle n>n, .
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I—€]" <y < (I+€]" furalle n>n, .

Wegen | = lim (I—€/" = lim (l+¢)" = 0 ware y=0 im Widerspruch

n-> oo n->o

zur Voraussetzung .

Also ist lim y = 1

n->oo
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FUr die senkrechte Gerade x mit 0<x<1 betrachten wir die Schnittpunkte
[Py ) it der Kurvenschar (K|

nelN °

(Pn neN — ((X | yn )neIN
Li_r:?o (Pn neN — L'_TO ((X | y' )nelN = (X | O)
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FUr die waagrechte Gerade y mit O<y=<1 betrachten wir die Schnittpunkte

(Q, ),y mit der Kurvenschar (K| : x = Vy .
v,
(Qn neiN — (({737‘ y )neIN
im [Q,], = lim Y [yl = (1] y)
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FUr die schrage Gerade y = 1—x betrachten wir die Schnittpunkte
(R, ),e Mit der Kurvenschar (K|

nelN °

y = 1—-x y = X"
1-x = X"
1 = x + X"
1 = x(1 + x”_1)
1 1
X = = 1—
1 + X" y 1 1 + x"
_[(1 K
( n)neIN (1+Xn1 1 1+Xn—1 ))new
im (R}, = (1] 0]
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Damit ist nun gezeigt, dass die Grenzkurve K aus allen Punkten der Menge
K = {[x10) I 0=<x<1| U [[1ly] I 0<y<1] U (110) besteht:
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Gegeben sei die Kurvenschar (Kn) mit x" + y" = 1" .

nelN, gerade

gll:x? +y2=1
gl +yt=1
gl3:xf +y$ =1 : 0.8
gld o 4 yf = :
06

g

+ @ @ @0 O

&,

Wie findet man die Grenzkurve K von (K

?

n/neiN,gerade
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Reduktion des Problems auf die geviertelte Kurvenschar (K, |

x"+y"' =1, x,y € [0;1]
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Fir die senkrechte Gerade x , x€(0;1) betrachten wir die Schnittpunkte mit
der Kurvenschar (K " +y"'=1", x,y € [0;1] :

Nn/nelN,gerade ’

P

yn )n €lNgerade

J1—x"

N/nelNgerade = ((X

nelNgerade (( X )neINgerade

P.
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Wegen {1—x < {1-x" = y <1 und Im J1-x = 1

ngerade-> o

st auch Im vy, =1

ngerade-> o

und damit  lim P (x | y,) = (x | 1)

ngerade- «

Aus Symmetriegriinden kann man fiir die waagrechte Gerade y , ye€(0;1)
die Folge der Schnittpunkte (Qn neNgerade = ((xn | y betrachten :

)nEIN gerade

neNgerade — ((\71_3/“ y))neINgerade

im Q, =(1]y]

ngerade->w

Q,
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Fir die schrage Gerade y = x, x€(0;1) betrachten wir die Schnittpunkte

mit der Kurvenschar (K|

nelN,gerade ’
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x"+y' =1, x,y € [0;1] :

im R, =

ngerade->«
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Damit ist nun gezeigt, dass die Grenzkurve K aus allen Punkten der Menge
K = {[xI1) 1 0<x<1| u [[1ly] I 0<y<1] U [(111] besteht:
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Die Grenzkurve der Kurvenschar (Kn)nelN,gerade mit x" + y" = 1" ist also
das Quadrat mit Mittelpunkt im Ursprung und Kantenlange 2!
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