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Gegeben  sei  die  Funktionenfolge  (fn)n∈ℕ
 auf  dem  Intervall  [0;1 ] mit 

y = f n (x ) = xn . Die Graphen  bilden die Kurvenschar  (Kn)n∈ℕ
.

Wie findet man die Grenzkurve K von (Kn)n∈ℕ
  ?
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Vorüberlegungen

(0) Die Funktionen der Funktionenfolge y = xn , n∈ℕ  sind umkehrbar, 
so dass man auch die Folge der Umkehrfunktionen x =

n√y , n∈ℕ  
betrachten kann .
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(1) Für x∈(0 ;1)  gilt :  Für alle n∈ℕ ist xn+1
< xn  .

Das heißt, die Folge (xn)n∈ℕ ist streng monoton fallend .
Der Grenzwert ist :  lim

n→∞

xn
= 0

Beweis:

x < 1 I ⋅x  0<x<1 , , etwa 

x2
< x I ⋅x  

x3
< x2 I ⋅x

x4
< x3 I ⋅x

 
usw.

xn+1
< xn
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(2) Für y∈(0;1)  gilt :  Für alle n∈ℕ ist n√y <
n+1√y  und n√y < 1 .

Das heißt, die Folge ( n√y)n∈ℕ ist streng monoton wachsend und 

beschränkt .  Der Grenzwert ist :  lim
n→∞

n√y = 1

Beweis: 
n√y <

n+1√y

y
1
n < y

1
n+1 I ^n(n+1 )   

 yn+1
< yn      wahre Aussage nach (1) 

Angenommen, l = lim
n→∞

n√y < 1  .  Dann gäbe es ein ϵ>0  und ein n0

mit l−ϵ <
n√y < l+ϵ < 1  für alle n>n0  . 
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(l−ϵ)
n

< y < ( l+ϵ)
n

 für alle n>n0  .

Wegen l = lim
n→∞

( l−ϵ)
n

= lim
n→∞

( l+ϵ)
n

= 0  wäre y=0  im Widerspruch 

zur Voraussetzung .

Also ist lim
n→∞

n√y = 1  .
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Für die senkrechte Gerade x mit 0≤x<1  betrachten wir die Schnittpunkte 
(Pn)n∈ℕ

mit der Kurvenschar (Kn)n∈ℕ
 .
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(Pn)n∈ℕ
= ((x ∣ yn))n∈ℕ

lim
n→∞

(Pn)n∈ℕ
= lim

n→∞
((x ∣ yn))n∈ℕ = (x ∣ 0 )



Für die waagrechte Gerade y  mit 0<y≤1 betrachten wir die Schnittpunkte 

(Qn)n∈ℕ
 mit der Kurvenschar (Kn)n∈ℕ

:  x =
n√y  .
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(Qn)n∈ℕ
= (( n√y ∣ y))n∈ℕ

lim
n→∞

(Qn)n∈ℕ
= lim

n→∞

(( n√y ∣ y ))n∈ℕ = (1 ∣ y )



Für  die  schräge  Gerade  y = 1−x  betrachten  wir  die  Schnittpunkte 
(Rn)n∈ℕ

 mit der Kurvenschar (Kn)n∈ℕ
 .
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(Rn)n∈ℕ
= ((1

1+xn−1 ∣ 1−
1

1+xn−1 ))
n∈ℕ

lim
n→∞

(Rn )n∈ℕ
= (1 ∣ 0 )

1−x = xn

y = 1−x y = xn

1 = x + xn

1 = x (1 + xn−1)

x =
1

1 + xn−1 y = 1−
1
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Damit ist nun gezeigt, dass die Grenzkurve K  aus allen Punkten der Menge 
K = {(x I0) I 0≤x<1} ∪ {(1I y ) I 0<y≤1} ∪ (1I0)  besteht :
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Gegeben sei die Kurvenschar (Kn)n∈ℕ,gerade  mit xn
+ yn

= 1n . 

Wie findet man die Grenzkurve K von  (Kn)n∈ℕ,gerade  ?
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Reduktion des Problems auf die geviertelte Kurvenschar  (Kn)n∈ℕ,gerade   mit 

xn
+ yn

= 1n   , x ,y ∈ [0 ;1]  :

Grenzkurven               12

xn
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y =
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x =
n√1 − yn



Für die senkrechte Gerade x , x∈(0;1)  betrachten wir die Schnittpunkte mit 
der Kurvenschar (Kn)n∈ℕ,gerade , xn

+ yn
= 1n  , x ,y ∈ [0 ;1]  :
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Wegen n
√1−x ≤

n√1−xn = yn < 1  und lim
ngerade→∞

n√1−x = 1  

ist  auch lim
ngerade→∞

yn = 1  

und damit lim
ngerade→∞

Pn (x ∣ yn) = (x ∣ 1)    .

  
Aus Symmetriegründen kann man für die waagrechte Gerade y , y∈(0;1)

die Folge der Schnittpunkte (Qn)n∈ℕgerade = ((xn ∣ y))n∈ℕgerade
 betrachten :

(Qn)n∈ℕgerade
= (( n√1−yn ∣ y ))n∈ℕgerade

lim
ngerade→∞

Qn = (1 ∣ y )
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Für die schräge Gerade y = x , x∈(0;1)  betrachten wir die Schnittpunkte 
mit der Kurvenschar (Kn)n∈ℕ,gerade , xn

+ yn
= 1n  , x ,y ∈ [0 ;1]  :
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Damit ist nun gezeigt, dass die Grenzkurve K  aus allen Punkten der Menge 
K = {(x I1) I 0≤x<1} ∪ {(1I y ) I 0≤y<1} ∪ (1I1)   besteht :
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Die Grenzkurve der  Kurvenschar (Kn)n∈ℕ,gerade  mit xn
+ yn

= 1n  ist  also 
das Quadrat mit Mittelpunkt im Ursprung und Kantenlänge  2 !
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