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https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik/gaertnerkonstruktion/3348
https://de.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes

Die Beschreibung geometrischer Objekte mit Hilfe von Gleichungen geht auf
den franzosischen Mathematiker und Philosophen René Descartes ( 1596 -
1650 ) zuruck .

Portrait von René Descartes von 1648
Frans Hals, hollandischer Maler, 1582 - 1566

Geraden, Kreise und Ellipsen 2



Gleichung einer Geraden

Gegeben seien die Punkte P(x, | yp| , Q(Xq | Vg in der Ebene .
Gesucht ist die Gleichung der Geraden g = PQ durch die beiden Punkte !
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Herleitung der Gleichung der Geraden durch die Punkte P(xp | vl
Q(xq | Yo| flr xp # Xq :

)

Xp Xq X .
Nach dem 2. Strahlensatz gilt : Y=Y _ Yoo ¥e
X=Xp Xq—Xp
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Die Umformung liefert :

y_yp yQ yP
X—Xp Xq—Xp
yQ_yP

y=y, = X—X
P xQ—xP( p)
yQ_yP

y = X—Xp| + Y
xQ—xP( 3 i

yQ_yP X yQ_yP

y = Xg—Xp  Xg—Xp Xp F Ve
: Yo—Vp : _ Yo7 V¥r
Setze : Steigung m := , Y-Achsenabschnitt ¢ := — Xp + Yp

Yy = mX + C
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Die Gleichung der Geraden durch die Punkte P(xp | yp) , Q(xQ | yQ) flir
Xp = Xo Iistdie senkrechte Gerade mit der Gleichung :

X = Xp
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Gleichung eines Kreises

Gegeben seien der Punkt M(x,, | v,,) in der Ebeneund r > 0 .
Gesucht ist die Gleichung des Kreises mit Mittelpunkt M und Radius r !

y A
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Herleitung der Kreisgleichung

y A KM;r

y
/M(XM | Yl Y

Ywm

Nach dem Satz des Pythagoras (~ 500 v. Chr.) qilt :

2

(X—XM)2 + (y—yM)2 =r
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Schnittpunkte von Gerade und Kreis

Gegeben seien die Gerade g und der Kreis Ky, , M(x,\,I | yM) , r>0 :

2

g : y=mx+c
Kir = [x=xuf” + (y=yu] =

(x—xy|" + [mx+c—y,|] = r’

(X—XM)2 + (mx+c—y,\,|)2 = r’

2 2
X — 2xyX + X0 + m’x? + 2mlc—yy)x + (c-y,] =T

2 2
x> + m?x? — 2xux + 2m(c—yylx + x> + [c—y,[] = 1’

[1+m?)x2 — 2(XM—m(c—yM))x + Xyt o—yn/ -1 =

)
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[1+m?|x% — Z(XM—m(C—yM))x + Xy H o=y =r? = 0

FUr diese quadratische Gleichung in x gibt es die Losungsformel :

2 xM—m(C Y ) \/4(XM C Ym ) 4(1+m2) XM2+(C_VM)2_r2)

X1/2 T 2
+M

|
|
ZEXM—m(c—yM)) + 2\/(XM—m(C—yM))2—(1 +m’)

N
N

S~

XM2+(C—yM)2—r2)

Tz = 2 1+m2)
X . = (XM—m(C—YM)) + \/(XM—m(C—yM))Z—(1+m2) X +(C_yM)2_ 2)
1/2 Trm?

Der Radikantist R = x,~m(c—y,)f~(1+m?)[x,2+(c—yy ]
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Den Radikanden kann man noch vereinfachen :

— (xM—m(c—yM))Z—(1+m2)(xM2+(c—yM)2—r2)
— xfﬂ_zmxM(c—yM)+m2(c—yM)2—(xM2+(c—yM)Z—rz)—mZ(XM2+(C—yM)2_r2)
= Xu=2mXy (e =Yy [+m’ (=] X’ —{e=yy[ +r=m*xy’—m*[c -y, [+m’r’

)'}/meM(c Yy [+ M —X — (c—yy[ +rP-m’x, —M m?r?

— —2me(C yM) (C yM) +r —m XM +m r
-

= —2me(c Y (C yM) me (1+m )r2

A A0 O O A A4 A
I

— —(me+C—yM)2+(1 +m )

(xM—m(c—yM)) + \/—(me+c—yM)2+(1 +m?)r?
1+m?

Xi2 =
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Die Theorie der quadratischen Gleichungen sagt, dass es 0, genau 1 oder
genau 2 Losungen geben kann, und zwar in Abhangigkeit des Radikanden

—(mx,\,,+(:—y,\,|)2+(1+m2)r2 <=>0 ,also (1+m?}r® < = > (mxy+c—yy|" :
(1+m2)r2 < (mx,\,|+c—y,\,,)2 = 0 Losungen

In diesem Fall schneidet die Gerade g den Kreis K in keinem Punkt. Diese
Gerade nennt man Passante (frz.: passer = vorbei gehen) .

[1+m?)r? = (mxy+c—yy| = genau 1 Losung

In diesem Fall schneidet die Gerade g den Kreis K in genau 1 Punkt. Diese
Gerade nennt man Tangente (lat.: tangere = beruhren) .

1+m?)r? > mxy+c—yy/° = genau2 Lésungen

In diesem Fall schneidet die Gerade g den Kreis K in 2 Punkten. Diese
Gerade nennt man Sekante (lat.: secare = schneiden) .
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Die Bilder zu Passante, Tangente und Sekante konnen folgendermalien
aussehen :

y A
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Man konnte die Unterscheidung in Passante, Tangente und Sekante auch
uber den Abstand des Kreismittelpunktes von der Geraden beschreiben .

Hierzu benotigt man die Formel fur den Abstand eines Punktes von einer
Geraden .

Gegeben seien die Gerade g durch die Gleichung y = mx + ¢ und der
Punkt P(Xs Y] -

Der Abstand des Punktes P von der Geraden g ist definiert durch die Lange
des Lotes von P auf die Gerade. Das Lot durch P auf g steht senkrecht zu g :

y A P(XP|yP)

g: y=mx+c

lI: 'y =m'x +c
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Die Gleichung des Lotes von einem Punkt P zu einer Geraden g :

g: y=mx+¢
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P e |

_ ] -
y = ——X + C

_ 1 :
Yp = = Xp + C

1 _
—XptYp = C

SE B B
y—m mPyP
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Der FuBpunkt F des Lotes von einem Punkt P zu einer Geraden g :

g : y = mx + ¢
1 1
| = ——X + —Xp+
y m mPyP
mx+C:—1—x+1—xP+yP
m m

1 1
mX + —X + C = —Xp+
m m P Yep

SRET
m+ —|X = —Xp+Yyp — C

m m
1—x+y—c:
X_mPP
1
m + —
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XptMYyp—MC

= Yy = MX: + C

M Xp+M°y,—m°c

Y =
m? + 1
M Xp+M°Yp+C
Ye = —
m- + 1
2
MX,+Myp+C

m? + 1

m? + 1
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Der Abstand des Punktes P vom LotfuBRpunkt F bzw. des Punktes P
von g :

2
MXp+m’yp,+C
m? + 1

P(Xp‘yp) ’ F(m2 + 1

2 2 2
+My,—MC M Xp+M
IPFI = \/ SALLDT LAV A HUICSALE Ll A
m” + 1 m~ + 1

2 2 2 2 2
\/ XpTMYyp~MCTM Xp=Xp | | [MXp*M Yp+C—M Yp—Ve
m’ + 1

IPgl

2
m- + 1

Pyl = \/(—rznzxp+myp—mc)2 . (mxp—yp+c )2
m- + 1
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Pl = \/( (Mxp—yp+c )2 . (m2><P—yP+c
m° + 1 m° + 1
\/mz m x —yP+c (me,—yF,+C)2
IPgl = 2
| "o 1)
\/m mx —yP+c) + (Mxp—yp+c|
IPgl =
m° + 1)
Pgl = \/m +1)(mx —yP+C)
m” + 1)
Pal - \/mxp yorcf
m° + 1
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Die Bedingungen fur Passante, Tangente und Sekante eines Kreises
lauten nun:

y A
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Passante p

2
M Xy —Yu+C
IMpl = \/( — 1yM > 1 o (M1 < (mx,—yy+c)
m° +
Tangente t
2
mX,,—Yu+C
IMtl = \/( 5 v 1yM = r e (m2+1)r2 = (me—yM+C2
m° +
Sekante s

2

2
IMs| = \/(r:xr—1y,\,,+c <1 o (m+1) > [mxy—yu+c|
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Aufgaben

(1) Gegeben seien eine Gerade und ein Kreis durch
g ; y = 0,5x — 1
Kosg @ X +y° =3

Berechne die Schnittpunkte !
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Losung :

x? + (0,5x—17 = 9

x> +025x° + x +1=209

1,25x°> + x — 8 =10

x>+ 0,8x — 64 =0

x,, = —0,4 = 10,42 + 6,4

X, = —2,96 y, = —2/48 S,(—2,96 | —2,48]
X, = 2,16 y, = 0,08 S,(2,16]0,08)
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(2) Gegeben seien eine Gerade und ein Kreis durch

g ; y = 0,5x + ¢
Koz X + y° = 3°

Welchen Wert muss ¢ haben, damit die Gerade den Kreis beruhrt ?
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Losung :

x° + (O,5x + 0)2 =9

X + 025x° + cx + ¢ =9
125x°+ cx + ¢ —9 =0

x> + 0,8cx + 0,8(c>-9] = 0

x> + 0,8cx + 0,8(c>-9] = 0

X,, = —04c + 10,4°¢? — 0,8(c*~9)

X, = —0,4c + V—0,64c% + 7,2

—0,64c° + 72 = 0

2 _ 1,2 _ _
c” = 0.64 c, = —3,36 c, = 3,36
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(3) Gegeben seien eine Gerade und ein Kreis durch

4

g ; y = _§X + 12
m = —% c o= 12
Koo @ (2f + y 1 = 5

M(2[1), r =5

2
M X,,— VY, +C
Entscheide mit dem Beruhrkriterium \/( Y = r ,dass

m? + 1

sich die Gerade und der Kreis in genau 1 Punkt schneiden !

Berechne den Punkt !
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T ;
= r m=——
\/m2 + 1 3
2
—12—1+12)
3
2 — 5
—g—) + 1
&
3
% =
9

V25 = 5 wahre Aussage
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2 4 ? 5
(x—2] + (—gx + 12—1) =5

2
(x—2f + (—ix + 11) = 25

3
W — 4x + 4 + 18,2 88 4oq = 25
9 3
252~ 2x + 100 = 0

x2 — 12x + 36 = 0

X, = 6 + (-6 — 36

—%6 r 12 B(6|4) Beriihrpunkt

X, =6 Yi
y1:4

Geraden, Kreise und Ellipsen 29



Gleichung der Tangente von einem Punkt an einen Kreis

Gegeben :

2

2SR (X_XM)Z + (y_YM)Z =T

P(Xs|ys] auRerhalb von K.

Gesucht :

Gleichung der Tangente von P an den Kreis
t ; Yy = mX + C
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Da P(X,|ys € t gilt yo = mx, + ¢ ,also ¢ = y,—mx, und damit
t : y = mX + Ypo—MXp

Die Beruhrbedingung lautet :

IMt] = \/Ennlxi”_1y“”+c)2 = 1 o [m*1)r® = [mx,—yy+c)
m*+1)r* = (mxy=yy+yp—mx, |

1) = mlxy=xe |~ yu—vel|

rm®er® = (=X M= 2m Xy =Xp (yu Yo+ Yu—Ye |

o =) = 20| (VYo m + [yl — 1 = 0

Geraden, Kreise und Ellipsen 31



S Z(XM_XP)(yM_yP) + \/4(X —X ) (y —yp) — 4((x —X ) —r )((y —y ) —r)
2((XM—XP)2—r2)

m, = 2(xy=Xe[yu—Ye) * 2\/(x —Xp| (Y=Y — ((xM—xP) _rz)((y - _rz)
2o

Vereinfachung des Radikanden R :

— (XM_XP)Z(yM_yP)Z - ((XM—XP)Z—I‘Z)((yM—yP)z_rz)
= ol 3o — b el + el ¢ [yl —
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R = (xu=%e| (yu=Ye| = [xu=Xo] [Yu=Vo" + [xu=%e] T + [yy=yp['r* — 1

R = (xy=x%p| T + [yy—yp/T? = 1

_ (XM_XP)(yM_yp) + \/(XM_XP)ZI"Z N (yM_yP)zrz _
m1/2 - >

(XM_XP) —r?
I A e oy e L
1 (xM—xF,)z—r2
o baxellvacyel + R [y -
2 (XM_XP)Z_I'Z

Gleichungen der Tangenten von P(xp | yp) an den Kreis :
t, : y = m,X + Yypo—MmMXp

t, : y = myX + Yo—MXp
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Die ,,Gartnerkonstruktion® der Ellipse

Bei der ,Gartnerkonstruktion® wird eine geschlossene Schnur um zwei
Pflocke und einen Stift gelegt, so dass sie standig gespannt um die Pflocke
und den Stift gleiten kann.

Beim Zeichnen entsteht eine geschlossene Kurve, Ellipse genannt.

Bild aus https://www.spektrum.de/lexikon/mathematik/gaertnerkonstruktion/3348, modifiziert von Arno Fehringer !
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Herleitung der Gleichung einer Ellipse

Fixpunkte : F,(—f|0] , F,(f|0] A

Schnurlange insgesamt : 2f + | | Pix1y)

Punkt P(x|y| aufder Kurve / f

F.(F11) F.(-F11)

Die Summe der Abstande von P zu den Fixpunkten ist konstant | :
IPF.l + IPF,I = |

\/(x+f)2 +y° o+ \/(x—f)2 +y? = |
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J(x+f)2 +y° o+ \/(x—f)2 +y° = |

2

(x+f]" + y* + 2 \/(x+f)2 +y° \/(x—f)2 + vy o+ (x=ff+y? = P

2

(x+f) + (x—f)2 + 2y2 + 2 J(x+f)2 + y2 \/(x—f)2 + y2 = |

X+2fx+f° + x°—2fx+f* + 2y° + 2 \/(x+f)2+y2 \/(x—f)2+y2 = P

2x° + 2f° + 2y° + 2 \/(x+f)2+y2 \/(x—f)2+y2 = I

2 \/(x+f)2+y2 J(x—1‘)2+y2 = P - 2x° — 2f* — 2y’

2
|

VIt Pay? x—fPry?) = (E_Xz_fz_yz)z

\— _J/ . J
"l Y
R

L
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2

~ ~— ~ N ~ -/

L R
L = ((x+f)2+y2)((x—f)2+y2)
L = ((x+f)2+y2)((x—f)2+y2)
L = [x+fPIx=f7 + [x+fFy* + [x=f]y* + y*
L= (=P + (x+fPy? + (x=ffy + y*
L= x* = 2°F + £+ Xy + 2y 4 Xy o+ Py 4y
L = x* — 2x%f2 + f* + 2x%y? + 2f2y% + y*
L = x* + f* + y* — 2x°Ff° + 2x°y° + 2f°y°
R = Loh x4 ayt = B B Pyt e X3 4 2y 4 2y

4
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L =R

4
X'+ ryt—2x° P+ 22Xy 2%y = I—+x4+f4+y4—I2x2—I2f2—I2 V2 X FP+2x°y +2°y°

4
4
M2X2f2+w+w = IZ+X4 =Y —I2x2—I2f2—I2y2+2x2f2+2)(2ﬂ42+?‘f2ﬂ42
4
—2x°f* = IZ—szz—lzfz—lzy2+2x2f2
2.2 2¢2 2.2 __ |4 2¢2
I"x* — 4x°f° + I'y" = — — I°f
4
|2 4f2] 2 2.2 |2 2 2
— 4F%|x® + Py _4—[| — 4f
2 2
<o -
I~ I — 4f°
4 4
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2
1 Setze: a° := (I—) b? = ('5)2 _ f2

Gleichung der Ellipse mit den Parametern a, b
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Namen, Bedeutung und Zusammenhang der Parameter a, b, f der
Ellipse

(1) vy=0 o x = =*a

(2) x=0 o y ==b

(3) a, b heilen Halbachsen

(4) f heildt lineare Exzentrizitat
(5) q = b2 = g2 — f2
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