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Grundlegende Formeln

e" = cos(t) + isin(t]| Eulersche Formel e " = cos(—t) + isin(—t]

e " = coslt] — isinlt] e " = cos[t] — isin(t]

e' + e = 2coslt

cos(t] = ;—(e” + e‘”)

e' — e = —2isin|t|

sin(t) = A

L
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Basisfunktionen und Eigenschaften

1, coslkot), sinlkwt]
mit k,l €e Z , o = _2|_—n Kreisfrequenz, T Periode
T/2 T/2
f 1 - coslkwt| dt = f 1 - sinlkot) dt = 0
~T/2 ~T/2
T/2
f cos(kmt) : sin(loot) dt = 0
-T/2
' n fir k=l
_Tf/z cos/kwt] - cos(lmt| dt [ 0 fir kel
T/2
: : n far k=l
_Tf/z sin(kwt) - sin(lot) dt [ 0 fir Kl
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Trigonometrische Polynome

Die T- periodische Funktion
a n
flt) = 2—0 + Y acoslkwt] + b,sinlkwt]
k=1
heil3t trigonometrisches Polynom

mit den Koeffizienten

2 T/2

a, = = Tf/z 1. f(t) dt
2 T/2

a, = = | coslkwt] - f[t) dt
T —T/2
2 T/2

b = = [ sinlkwt| - f[t] dt
T —-T/2
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Satz von Fourier

Jede stuckweise stetig differenzierbare T-periodische Funktion f(t) kann in
eine Fourierreihe entwickelt werden :

=—h?

t] 2—0 + i a.coskwt| + b,sin(kwt]
k=1

flt) = flt] falls f stetig in t f(t) = f(t) fast uberal
f(t) = ;_(f(t-) + flt+)) falls f unstetig in t
T/2 A
y=2 [ 1-flt) d y
T -T/2 f
T/2
a, = 2? f COS(k(Dt) ' f(t) dt f//\
T2 P
T/2 . : >
b = 2 [ sinlkot] - f(t) dt 2 o
T -T/2
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Spektralform der Fourierreihe

k=1 : acoslkot] + bsinlkot] = Asin(kot + §]
| /a d |
arctan| — fur =—>0
A = Va2 + b 5 = | >b b1
arctan|2 | + x fir 2<0
\ b b )

- A, e
flt) = 2— + ) Aksin(kwt + O, A, , k=0 Amplitudenspektrum

k=1
o, , k=1 Phasenspektrum
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Komplexe Form der Fourierreihe

flt) = 2—0 + i a.coskot| + b,sin(kwt]
k=1
a,cos(kmt| + b.sin(kmt]
= a ;_(eiku)t + e—ikoot) — b, | ;_(eikwt _ e—ikmt)
= ;—(ak — ib Je™t + ;—(ak + ibJe™ "
= ¢ e + c_,e mit ¢ ;= ;—(ak — ib), c = ;—(ak + ib,|
f(t) _ 2_0 N i c et 4 o, e ko
0
flt) = i c.e"'  mit c¢,i= 2—0
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flt) = > c¢.e*' | Fourierreihe in komplexer Form

Berechnung der komplexen Fourierkoeffizienten c, , keZ :

1 .
C, = E(ak |bk)
1 2 T/2 2 T/2
C, = —|= cos|lkwt] - fit] dt — i = sinfkwt) - flt] dt
= 32 T oostkut -t ot~ 1 2 T silkon) - 1l
1 T/2
¢, = — | [coslkot) — i sin(kwt]] - f(t) dt
T -T/2
1 T/2 1 T/2
C, = — e ' . f(t] dt| analog |c, = — et . f(t] dt
Kk T !/2 ( ) g k T !/2 ( )
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Zusammenhange zwischen Funktion und Fourierkoeffizienten

Funktion

flt)

1 T/2
T f f(r)g(t—t) dt
~T/2

Faltung

Fourierreihe Koeffizienten
R ik ot

Z; c e C,
- ikowt

; d.e d,

Z e eikoot
k

—00

€ = Z Cdy

|=—0

Faltung

; Cy dy Cy dy
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Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation einer Funktion f(t) ergibt sich, wenn man die
Periode der Funktion gegen unendlich strebenlasst, T — o .

flt) = i c e "

flt] = i ce mit o = ko = kf_—n

Fir T— o ist Ao = (k+1jo—ko = o = _2|_n >0
1 _ 1

und ? = 5 Aw
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" 1 T/2
flt) = > ?%[/2 et f(t) dt)e““t
o T/2 _
flt) = _ZX; f/ e ! t)e'“’kt
—T2
" 1 T/2
£t = Z.O S Ao “Tf/ze_mk . f(t] dt) ot
1 © T/2 . .
f(t] = o= oo [ e - flt) dt|e™ Aw
P\ -T/2
- ~ J/
= Flwy

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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1 > o
) = 37 X Floge™ 4
1 < i
flt) = 57 2 "'Flog Ao
) 1 X i 1 I o
Fir T— oo folgt -— _Z;, e™'Flo,) Ao — 2n _foo e"Fio do
und
flt) = ;—n 2 e Flow Aw
also
f(t) — ;_n IO eith((D) do| mit |[Flo = _J;O e_iwtf(t) dt

Inverse Fouriertransformierte von F Fouriertransformierte von f

Fourierdarstellung von f
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Die Fouriertransformation F und die inverse Fouriertansformation F ~
sind Abbildungen zwischen Funktionenraumen

f(t) % Fiow)
flt) = ;—n _; e”'Flol dw Fw = _fw e ”'f[t) dt
;— [ e“fo do fow)
T o S~
- F
1 | e fiw do
27T *w
1
ﬁ F(—t) flo)
Vertauschungssatz
Ft] 2nfi—w)
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Weitere Zusammenhange von Funktion und Fouriertransformierter

Funktion Fouriertransformierte
flt) Flo
glt] G
f(t)+glt] Flo+Go)
Linearitat
cflt) cFlo
f(t—al e "Flw
_ Verschiebungssatze
e’ f|t] Flo—al
1
__F (Y
flbY o (o) o
Ahnlichkeitssatzessatze
1 t
—f — Fib
(b bo)
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Spiegelung

f—t) Fi—w)
_ 1
fl0] = - _wa«m dw

27f(0) = [ Flo do

—0o0

fist gerade
fist ungerade

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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Beweis der Ahnlichkeitssitze

o0

Gegeben seien f(t), Flw = [ e ™'f(t) dt .

—00

Berechne die Fouriertransformierte zu f(bt) !

vf. e—iwtf(bt) dt T::bt, t:ll—r , g_tr::)_
= _; el fit %dt
= ;— _J; e_b_rfm dt

1 flw
- F w

b b)

1

F g’—) Wenn b>0 ist.

o
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Was folgt, wenn b<O ist ?

T —imt 1 dt 1
filbt) dt = t=— —=—
:[O e ( ) t:=Dbt , bT ' 977b
= _foo e_b_rfm ;—dr
= ;— ?.[ e_b_rfm dt
- % J et 't de
= |%| F((S—) Wenn b<0 ist.

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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Beispiel :

Berechnung der Fouriertransfomierten der Funktion f(t) = M

e ' fir t>0

flt) =
y e' fir t<0
Q fr)=eh Ay ;
+ 2
; /K
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—t .
f(t) — el f(t) _ et fEJI' t>0
e fur t<O
Fo = [ e ™f(t] dt
Flo [ e te Tt gt
O . 0 .
Flo fe_""tet dt + fe_"”te_t dt
J. O
O . © .
F((D) fe(']—l(x))t dt + J'e—(1+l(1))t dt
J. ‘s
1—io)t 0 —(1+io)t o0
Flo © : + £ .
1—-iw |- —(1+iw) | 0

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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e
Flo) = : +
@ 1—-iw -0 —(1+iw) | 0
(1—iwL —(1+iw)L
= 1 m & 4+ lim 1
1—iw Ls— T—IW oo —|1+iw] —(1+iw]
_ 1 . eL e—i(uL . e—L e—i(oL 1
= —— — lim ———— + Iim — — :
1—iw T e\ Lo —(1+|w) —(1+|w)
1 1
F = —
@ 1—iw i 1+iw
Flo = 1+|(1; + 1-ilw
1+w
Flo = Z >
1+w
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Funktion Fouriertransformierte

o0

f(t) _ e fir t>0 Flw = fe_i“’tf(t) dt
e' fir t<0 o
2
A . F —
flt) = ;—:rc :[oe_'thM) dw @ 1+0°
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Faltungen und Fouriertransformierte

Die Verkniipfung der Funktionen f(t|, glt) durch [fxg)(t) =

heil3t Faltung von f und g.

Die Faltung ist kommutativ, das heillt (fxg)(t] = (g=*f](t) .

Beweis :
f*g Iof si=t-u, —= -1
trgllt) = f flt—ulglul~1] du

—0

(fxg)lt] = —J glulf(t—u) du

o0

fxgl(t) = Iog(u)f(t—u du
(frgllt] = [g=f)lt]

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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J fls)glt—

— 0

22

s| ds



Die Fouriertransformierte von (fxg|(t] ist FlwGiw !

Beweis :

Gegeben seien f(t), F T e t(t) dt , glt), G =

OO

o0

Q0
o0

—0o0 —
OO

o0
OO

8 g°

_"”t(f*g)(t) dt

[ e_"”tf f(s | ds dt

e '“’tf(s)g(t—s) ds dt

e “'f(s|gt—s| dt ds

é‘—;S 8%8

fls|] | e™'glt—s|] dt ds  ©i= t—s , t = 1+s ,

f(s) [ e™™git) dt ds

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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= [e™°f(s] | e g dv ds
= ?e_"”sf(s) joe_i“”gm dt ds
- . y,
g
G
= [ e™°fls] Glw ds
= jone_i‘”sf(s) ds G
- J
~
Flo
= Flo Go)

Also ist | e ™'(fxg)t| dt = Fiw Gio , das heiRt, die Fouriertrans-
formierte von (fxg|(t] ist Fio Gw
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Die Fouriertransformierte von f(t)g(t] ist —(F*G)w !

Beweis :

Gegeben seien f(t), Fio = j e t(t) dt , glt], G =

o0

1

27T o
1%
27T o
1%
27T
1%
2n :w
17

27T

I
T;

e (F*G)w do
e F(s|Glw—s) ds dw

e Fls|Glw—s) do ds

fe"”"G w—s) do ds 1= 0—-S, w = T+S ,

s fe”*StGm dt ds

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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21T o

- T ist T itt

= o _fooe Fls) Je"Gir dr ds

= [ "' F(s ;—n | €"'Git) dt ds

\— ~ _/

glt]

= [&* Fls) glt] ds

= [e® Fls) ds glt)

27 ft)

= 2n f(t)glt] Inverse Fouriertansformierte von (FxG)io

Die Fouriertransformierte von f(t|g(t] istalso ;—R(F*G)um .
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Faltungen und Fouriertransformierte

Funktion Fouriertransformierte
(fxgl(t) FlwGow

1
f(t)g(t) 2_n<F*G)((m

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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Konjugiert komplexer Funktionen und Fouriertransformation

Funktion Fouriertransformierte
W Fi—w)
f(—t) Flo

Dies ist leicht zu zeigen !
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Satz von Parseval

Gegeben seien die Funktionen

— h —imt : _ 1_ I ot
f(t), Flw = _J; e 'f[t) dt mit f(t) = o :[O e Flw do
glt), G = T e 'g(t) dt mit glt] = ;—n T e“'Gw do .
Dann qilt :
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Beweis :

[ ftlgle
= _nﬂﬂ ;— i e’'Go do dt
= th) ;— :; e”'Go do dt
= ;—n Iof(t Oo e“'Giw dw dt
= ;—ﬁ IOIO flt] €“'Gio do dt
= ;—n _:IO flt] €'Giow dt do
= 1 JGo [ e flt] dt do
=1 [Go [ e dt do
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Gl : e flt] dt do

1
21 “w oo
— 1 T ;09' —imt
= 5- JGuw ] e f(t) dt do
_ 1_ o _
= 5 _UOOG((D)F((O) dow
_ 1_ o
= o :OOF((D)G((D) dw
— ¥
Folgerung aus dem Satz von Parseval und f(t] —
j:q
X 1 =
J fltiglt) dt = o— [ fltjglt) dt
ff(t)g(t) dt = ;—n TF(—(D) G dw
_ff(t)g(t) dt = ;—ﬁ | F—o Gol do

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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Sinus-Cosinus-Form der Fourier-Darstellung von f

_ 1 ( iwt
flt) = = _foo e”'Fio dw
1 17
_ ot it
f(t)——zn_fwe Fo do + Z_n{e Flo do
O:=-0, 0 = —0 dw = —1
’ d®
1 17
— P (0] 8 = ~ iwt
flt) = o i e "'Fl-dl db + —— { e”'Flw dw
_ 1 it e - 1 T ot
flt) = 5 { e "Fl-o do + - { e’ Flo do

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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O =y

CD|

&
L
I
S
o
S
+

1 f e'Flm dw
0

N | —
g

Umbenennung: ® = o

;_rc { e "'F—w do + ;—n{ e“'Flw do
1_ofo(Cos(mt)_isin(mt))ﬁ—m) do + 1—T(cos(mt)+isin(wt))F(w) dw
27 %, 21y
;—nofo(cos(mt)—isin(mt))F(—m) + [cos(wt)+isin(ot)|Flo do

0
;—ET(F(wa(—m))cos(mt) + i(F(w)—F(—(m)sin(wt) dw

0
;_I z(oo) + Fi—w) coswt) + | Z(oo) — Fi~o sinot] do
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) = 3 5P coslut] + 1 B =F
am = ;‘”) + Fl-w biw = i ;(m — Fi—w
flt) = ;—T aw coslwt)] + b sinlot] do

0

Also :

flt) = ;—ﬂ i e“'Flw do

f(t) = ﬁw alw] COS((ut) + biw sin(oot) dw

0

Sin(oot) dw

Sinus-Cosinus-Form
der Fourier-Darstellung von f
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Sinus-Cosinus-Form der Fourier-Transformierten F von f
Flw = [ e ™'ft) dt

Fo = [ [cos(—ot] + isin(—wt]] ft) dt

Flo = | :cos(mt) — isin(wt)] f(t) dt

Fo = | coslt] 1) o +i(;ign@ufu)m)

Fiw = Rw + 1 liw

Rw = [ coslot] flt| dt 1w = [ sinfwt) f[t] d
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Faltungen

o0

(fxgl(t] = f flrriglt—t) dt » f gefaltet mit g

—0o0

Beispiel :

Gegeben sei die Rechteckfunktion r(t] = g" fur t € [-L;L]

sonst

o0

Gesucht ist die Faltung (r«r)t] := [ rwr(t—t) dv !

—0o0
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fir © € [-L;L]
sonst

Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation
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Produkt rit - r(t—1

1. Fall: t < —2L oder 2L < t

A
. t<-2L Ml () . 2L <t
i -L L 2L
t 72k t T
| )
-t t

In diesem Fall ist rt - r{t—t) = 0, da immer mindestens eine der
Funktionen gleich Null ist .
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Produkt rit - r(t—1

2.Fall: -2L <t <0 oder 0 <t < 2L

In diesen Fallen ist rit - r(t—t) = M* im Intervall [-L;t+L] bzw. [t—L;L] und
ansonsten gleich Null .
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Man kann sich deshalb bei der Faltung auf die Intervalle |-L;t+L], [t—L;L|
beschranken :

(rsr)(t) = _J;rm crlt—1) dt

2. Fall: —2L <t <0 2.Fall: 0 <t <2L

rrllt] = tjfLer Crlt—x) de rar)lt] = i”‘” tlten] de
el = [ o el = [ W ar

rarl(t) = [ Mo ] rarllt) = [ Mo ]y
rxrj(t) = M(t+L) — M?(—L] (rxrj(t) = ML — M?(t-L)
(rxrj(t) = Mt + MPL (rxrj(t) = —M?t + ML
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o0

Die Faltung (r+r|(t} = [ rwr(t—t) dv der Rechteckfunktion r(t] hat

—0o0

also folgendes Ergebnis :

M?t + ML fir —2L<t<0

ft) = | M fur te[-LiL] (rer)(t) = {—M%t + ML fir  O<t<2L
0 sonst
0 sonst
A
A M-3L
M r(t) (rer) (t)
> . >
oL L | L oL oL L | L oL
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Einseitige Faltungen

Sind die Funktionen f(t), g(t] fir t<0 konstant gleich Null, ergibt sich die
Faltung zu

00

(fxg)(t] = ffmg(t—r) dt =

—o0

fluglt—t) dv

Oc—;8

und da g(t—<) fir t>t konstant Null ist

o0

(fxgl(t] = ffmg(t—r) dt =

—Q0

t
flrg(t—t) dt = ff(r)g(t—r) dt
0

O:—;8

t
fxg)tf = = [fitglt—t) dv | Einseitige Faltung von f(t) mit glt|
0
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Verallgemeinerte Funktionen

Heavyside-Funktion A
. T —
O(t—to) _ 0 fer t<t, 5
1 far t,<t t,
Rechteckfunktion A
1+ —_—
rlt) = oft—t) — oft—t,]
1:O {1
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0(t+1 )—o(t) + 0(t)—0(t—1)

glt) = t+1  h(t) = —t+1

Dreieckfunktion

u(t) = (t+1)[0(t+1)—0(t)] + (—t+1)[0(t)—0(t—1)]

A
1
—
E —
-1 t
A
1 .
AN
-1 t
A
1
AN .
-1 t
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Die Dirac-Funktion 6(t—t0)

A
dft-t) = & [oft-ty] - oft=(ty*e]] |
, 1 —
0 fiir t & [t,;ty+e] E
dft=t) = 11 |
= fir t € [ty;ty+e] P
’ t, t,te
dt—ty) = lim d[t—t, |
e>0
B _ |oo fur t=t 1 +
dlt-t;] = [o flir t;«étoo} |
1:O
45
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Eigenschaften der Dirac-Funktion

ty+e

(1) _jide(t—to) dt = fl—( olt—ty) — oft-{tyre)) | dt

f

0 tote

Jolt=ty) dt = 14 a
J )

w to+e1
Jdlt—t,) dt = [ & dt

J )

o0 1 to+e
Jdft=t] dt = L—t]t

:ed t—tp) dt = l—(t0+e)—2—to

o
—00

Ioé(t—to) dt

lim Tde(t—to) dt = 1

e»0 —w
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(2) ff(t)-de(t—to) dt tfef(t)- l—( oft—to) — oft—(ty+e)) | d

0 tot+e

[flth oft=t,) dt = [flth =1 ot
J, )

o0 tot+e

[t} dft=t) at = [t} T at
J, )
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t
tot+e
flt) < [tk & dt < f(t,)
t
Wegen lim [t = lim ftmae) = flto)
tot+e
ist lim [ f(th & dt = f[t,)
>0
und damit
im _joof(t)- d[t—t,] dt = f[t,)

also

o0

[ flt) 8(t=t,) dt = f(t,) | Ausblendeigenschaft der Dirac-Funktion

— o0
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—_—

A
t fir t € [0;¢)

(3) t-dlt] = [ €
O fur t & [0;€)

t-8(t) =1lim tdftfj=0] furalle t € R

e=>0
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Verallgemeinerte Ableitungen

( \ A
1, ..
=t fur t € [t,;t,+¢€) 1 +
SE(t_tO) - (E) fur t <t, B / >
1 fir tebe <t b tre ¢
[ \ A —
| e far t e [t,;t,+¢€) T+ i
s(t=t) =1 0 fur t <t | P g
0 fur tgre <t b tte t
im s [t-—to] = oft—t,] )
> o'(t—ty) 1= 8[t—t,
lim s.'[t—to] = d(t—t,]
€0 J
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Ableitungen der Dreieckfunktion

ult) = (t+1)[o(t+1]—ol(t]] + (~t+1][c(t)—o(t—=1]] /\

u'lt) = 1 [olt+1)=olt)] + (t+1)[8(t)-8(t—1)]
1) - [olt)-olt=1]] + (—t+1]|5[t)-5[t-1)]

| — |
o)
—_
—
S~———
I
o)
—_
~—

I
—_—
S~——
| S
+
—_
I
—
+
—_—
~——
| — |
>
—_
—
S~——
I
)
—_
—
|
—
SN~———
| S )

~—
+
—_—
o7
~—
+
—
|
~—
o7
—
I
o7
—
I
—
o7
—
+
o
—
+
~—
|
—
o7
—
|
—
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wt) = [oft+1)-olt] - [oft}-olt-1]]

+ [t+1)8[t+1) — 2t 8(t) + (t—=1]8(t—1)

Jetlolte1) - 2t 8lt) + -tlalt 1,
0 0 0
A
1
ot = [olt+1)-0lt] - [oft-olt-1] B
-1 :
L=
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A
1
—
|
-1
1
N A
a(t) = [olts1)-s[t] — [slt}-d(t-1) 1
£ T A
| |
u'"(t) S(t+1] — 28(t) + 8(t—1] -1 4l 1
oY
Fourierreihen, Fourier-Transformation, Faltungen und Laplace-Transformation 53




Fouriertransformierte der Dirac-Funktion, der Rechteck - und
Dreieckfunktion

F

6(t) —— Diw =1
j:'—1

r(t) éﬁf Rw = 2 (Snm((m
j:'—1

o =L s3]
F Uw = 4 ~
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Beweis :

Diw =1
0 1
Rw = [ e™r(tjdt = [ e™ -1 dt = 1? et
I J _
— 1_ —lo o - o —iw — 1 iy
- (e © ) o (e © 2 i(—l)w ( )
Ro = 2 SN©
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00

Uw = [e™ ult) dt
O . 1 .

Uw = [e™ [t+1) dt + [e™' (~t+1] dt
—1 0

Nebenrechnung mit partieller Integration :

0 0 —imt

iei‘“ (t+1) dt = [fl\;t (t+1) - ‘iiw 1 dt
fe t+1) ot = L— - fw]
[ o 1 1 e
:Ee"“t (t+1) dt = mrrall B _mz)
}e_i‘”t 1) gt = -+ L _ &

— = —

-1
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1 1
—iot [ — . . e .
{e (—t+1) dt o (—t+1] O { — (—1] dt
1 'e—imt 1 1 oot
—iot [ — .
{e ( t+1) dt o ( t+1)-0 + { = dt
1 —iot ]
—iwt _ 1_ e
{e (_t+1) @ = o ' —002]0
1 —io
—imt . _ 1_ e . 1
{e (—t+1) dt = TR S — )
1 »
—iot [ — 1_ . 1_ e "
{e [—t+1) dt = - =zt 5
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Es folgt :

C
S
I

0 1
[ e (t+1) dt + [e ™' [~t+1) dt
—1 0

- E - S, I
i 0?2 02 . w2 w2

2 ei(,o e—i(l)

2 2 2

(63 (6)) (6))

2_ 1 B eiw + e—iw

w° 2

2—2 1 — cosiwl

(6))

2 2 . 2

e (1 — (cos ((2*—)) — sin (g—)))
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2 .
Uw) = = (1 — cos? (2*—) + smz((zﬂ))
Uw = 2_ sin®(92| + sin?(Y
0> 2 2
Uw = 2—2 (23in2(ﬁ))
W 2
. 2 Q
sin (2 )
Uw = 4 5
(6))
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Laplace-Transformation

Im Folgendem betrachtet man Funktionen f(t), die erst ab dem Zeitpunkt
t=0 beginnen .

Das Fourier-Integral [ e™' f(t) dt = [e™" f[t)j dt  von f(t] wiirde
I A
existieren, falls diese nicht schneller wachst als eine gewisse

Exponentialfunktion e’', p>0 .

o0

Fir o>p wiirde dann auch das Integral Te‘("*“”)t flt) dt = [e ™' e 'f[t] dt
0 0

existieren, da lim e f(t) = 0 ist.

t>w

Dieses Integral heil3t die Laplace-Transformierte L(f) von f:

L(f)o+io] = [e ot f(t) dt
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Mit L(f)=F und s=(o+iw), o>p schreibt man fir die Laplace-
Transformierte

Fls) = Te‘st ft) dt

e ™ f(t) dt s=(o+iw|, o>p

*
—
Ml
o«
|

O =8

Der fur die Konvergenz des Integrals erlaubte Bereich der komplexen
Zahlenebene | s=o+io € € : o>p | heilkt Konvergenzbereich der

Laplace-Transformierten .
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Beispiele

A il = [(1) fiir tzo]

F(S) = | e—(0+iw)t dt
0
Fls] = [e - e™ dt  zulassiger Bereich: >0
0
F(S) — j?'e—(o+iw)t dt
0
Fls| = l—1 . e‘(“’*‘“’)t]
o+iw 0
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1 fir t>0 L _
[ 0 fiir t<0 ] Fls)
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(2)

[t flir tzo]

0O fur t<O
[e™ ft) dt
0
fe_“ t dt Partielle Integration u'=e™
0
1
u=——e
S

l_leStt] . J' _le—st . 1 dt
0 S
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_ _1_ —st N . h _1_ —st
Fls) = ce it O { st 1t
1 —st " 1 —st "
Fls) = |-Le=tt| - |1
s] ~e I, Lze ]0
_ _1_ —st . 1_ —st N
Fls) = ce it Z© ]O
Fls) = (0 — o] - (0—1—2)
S
1
Fls) = 7

_ |t fur t=0 L _ 1
flt) = [o fiir t<0 ] ——  Flbsl=
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(3) Man kann zeigen, dass durch sukzessive Anwendung der partiellen
Integration und nach dem Prinzip des endlichen Abstiegs von n bis

0, gilt :

_ " fur t=0 L _n!
flt) = [o fur t<0 } Fls) =

— _1_ —st n ” . h _1_ —st n—1
Fls) = ce -t 0 { ce ottt
— _1_ —st n - n_ f —st n—1
Fls) = Se t-o + {e " dt
Fls) = (0 -0) + 2 T e . " dt

S 0

Fls) = 2 T e - " dt  u.s.w.
0
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(4) Fur die Laplace-Transformierte der allgemeinen Potenzfunktion gilt :

_ |t fir t=0 L _ Tlr+1]
flt) = [o fiir t<0 ] Flsl = &
reR , r>-1
Fls) = Te‘St t' dt Substitution :  u=st , t::— : dt::?du
0
_ fev (Ul 1
F(s) = {e (s) - du
F(S) = 1r+1 Te_u u' du F(r+1) = Te_u u' du Gammafunktion
S 0 0
Rekursionsformel durch partielle Integration
C(r+1)=rT(r]=r(r=1|T(r=1) ...
Fls) = Lot
S
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in(t)] far t>0

_ S
) flt) = 0 fir t<0

Fls) = Te‘St sin(t) dt

0

0 it —it
Fls) = [ —i &=—2— dt

) 2
Fls| = _if Te‘“( e' — e dt

0
Fls) = —IE Te(‘s“)t dt - Te(‘s‘i)t dt
0 0

Nebenbetrachtung :
e(—s+i)t — e(—o—iw+i)t — e—ot . e—i(m—1)t

e(—s—i)t — e(—o—im—i)t — e e
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Die Terme et et sind vom Betrag gleich 1, deshalb ist der
zulassige Konvergenzbereich ¢>0 , da lim e f(t] = 0 ist.

t>w

Fls) = & Te(_s“)t dt — [e = dt )
0

. | 1 (—s+ift ) 1 it i
F - —
(S) 2 __S+i © ] 0 !_S_| © 0

ol =5 | o T )
o e g
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Fls) = _iE ( ;2(:1s—i) — 4]
Fls) = _i5 ( §;+1 )
Fls) = 12+1

flt) = sin(t]  fir t>0
0 fiir t<0
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Inverse Laplace-Transformierte

fltf ——— Fls] = [e™ f[t] dt

] OS=—38

fe"‘”t e f(t] dt

Fourier-Transformierte von € ° f(t)
—Ot 1 Ik it
flt) = >—Je Fls) dw
inverse Fourier-Transformierte von F(S)
_ 1_ h ot it
flt) = S—)e"e Fis| do
flt) = ;TLG(O+i“’)t Flo+io) do
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flt) = ;wae("*‘w“ Flo+io) do

o fest

S=o+im, w = —is+io, dw = —ids

flt) = _IZT_IO e” Fls) ds

Die Schreibweise mit ds ist auch deshalb gerechtfertigt, da der
Integrationsbereich gleich der zur imaginaren Achse parallelen Geraden
[,=|0+im € C: -0 <w< o] ist.

o
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Laplace-Transformierte und inverse Laplace-Transformierte

f(t) L. Fls) = Te‘st f(t) dt
flt) = —'Z—n Io e” F(s) ds T Fls)

f(t) I Fls) = Iest f(t) dt
) =-L— [ e*Flsjas L' Fls
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Eigenschaften der Laplace-Transformation

Die Linearitat der Laplace-Transformation beruht auf der Linearitat des
Integrals :

Zcifi(t) L Zn:CiFi(s)

i=1

Verschiebung :

ft-tlolt-t] ——= & Fls

Beweis:

Te‘st flt—to)o(t—t,) dt = Te—st flt—t,) dt = Te‘s(“‘“)*“) flt—t,) dt =
0 to to

_Sto

g st flt—t,) dt = e™* [e™" fit dt = e°" - Fls)

H;;S

= €

ST ;38
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Dampfung :

Ahnlichkeit

flot] ——— :)_ F(S_)

Beweis :

b
| e flbt) at = T e™ fu Lt = L T o
0 b b
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Faltung :
fltkgltf ~—— Fls) - Gls)
Beweis :

ft)xglt] = Tfmg(t—r) dt = ff(r)g(t—r) dt ,da g(t—t)=0 fir t><
0

0
o0 t o0 o0
| e[ fiuglt=t) dv dt = [ e [ fiuglt—t) - oft—t) dv dt,da
0 0 0 0
fur die Heavyside-Funktion gilt : o(t—t|=0 fir <>tund oft—t|=1 fir
1€/0;t] .
t

T e f flroglt—t) dt dt = T
0 0

0

T e . fluglt—t) - oft—t) dt dt
0
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t 0
f fit d1: dt = f e - fmg(t—r) : G(t—‘l?) dt drz
0 0

t

o0

fit f e . glt—t) - olt—1) dt d=

0

O =8 O =38

jf | dt dt =

O &=—8 O %=—8

Nach der Eigenschaft der Verschiebung ist
f e - g(t—t) - O‘(t—’c) dt = e°"- G(S) :
0

so dass folgt :

|
(72}
—

tglt—t) dr dt =

)
—h

O %8 O%m8 O %3
0]
@

O~ O%— + O %y~
—h

tg(t—t) dt dt =

I
7]
—

tg(t-t) dt dt = F(s] - Gls]

®
—',
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Integralsatz :

t

f fit) dr L 1—F(S)

0 S

Beweis :
L

flt)xo() — %-F(s) Faltungseigenschaft
0 t t

flto() = [fuolt-t)dt = [fuolt-t)dt = [fio
0 0 0
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Differentiationssatz :

f'(t] L. sF(s] — f[+0]

Beweis :

UOQ e_Stf'(t) dt = [f(t) ) e_St];o — {f(t) : (—Se_St) dt partielle Integration
?e‘Stf'(t) dt = [0 - f[+0) ] + s Tf(t) C et dt

w“e‘stf'(t) dt = [0 - f(+0) ] + sF(s]

e ¥f'lt) dt = sF(s| — f(+0]

O %] oF
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L

f'(tf ———  s°F(s) — sf(+0) — f'(+0)

Bewels :

Te‘stf"(t) dt
0

Te‘stf"(t) dt
0

= s(sF(s) — f(+0)] — f'[+0]

= s’F(s) — sf(+0) — f'(+0]

fr(t) —— s~  s*F(s) — s*f(+0) — sf'(+0) — f"(+0]

L
Bewels :
[e=f(t) dt
0

o0

u" e—stfuv(t) dt

0

s[s?F(s) — sf(+0] — f'(+0)] — f"(+0)

= s%F(s) — s°f(+0) — sf'(+0] — f"(+0]
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Die Laplace-Transformierte der Delta-Funktion beruht auf deren
Ausblendeigenschatft :

L

dt—t,) —— e "

Beweis :

je‘sta(t—to) dt = e
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Weitere Beispiele :

(6)
_ e fur t=0 L 1
flt] = 0 pufl ] Fls) = ——
( . T
f(t) _ sm(t) fur t>0 ] L F(s) _ a2 :
| 0 fur t<O s“+a
ft) = [ cos|at| ) far t=0 ] L F(s| = 32 _
0 fur t<O s“+a
Beweis :
T st _at _ I —(s—alt _ _1_ —(s—alt ) — _ _1_
{e e’ dt = {e dt = l <5 © ]O = (0 (s—a
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L | sinfat) |
L | sin(at) |
L | sinfat) |
L | sinfat) |
L | sin(at) |

L | sin(at) |

—e
iat | —iat
e’ + 5 e
. _i_ iat I
= 51 e ) 2
2 sS—ia 2 s+ia
_ i1 1
2 \s—ia S+ia

(el

-
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iat

cos|at] = 5
cos(at) = ;—e
L | coslat) |
L | cos|at] |
L | coslat) |
L | coslat) |
L | cos|at] |

L | coslat] |

—iat

e +€

iat

1 (s+ia ¥ (s—ia))

(s—ia)(s+a]

(e

S +a

N|—
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Anwendung der Laplace-Transformation zur Losung von
Differentialgleichungen

Gegeben sei die Differentialgleichung mit Anfangsbedingung
f'lt) + 2f(t] = sin(t] , f(+0]=0

Falls die Laplacetransformierte der Funktionen existieren, kann die

Differentialgleichung durch Laplace-Transformation in die folgende
Algebraische Gleichung Ubersetzt werden :

1
S%+1

SFE)—-H+O)-+ ZFB) =

1

sF(s] + 2F[s] = o
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1

2F(s) =
sF(s] + s) <
1
Fls|(s+2) =
slsvzl = L
1
Fis)] =
( ) (s+2)(82+1)
_ A Bs + C :

Fls)] = szt o Partialbruchzerlegung
A, Bs+C _ 1
§+2 s%+1 (s+2)(s2+1]
Als?+1] + (Bs + Cl(s+2] = 1
s=—2 . 5A =1 = A=0,2
s=0 . A+2C=1 = 02+2C=1 = C =04
s=1 . 2A +3B+3C =1 = 04+3B+12=1 = B =-0,2
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F(S) _ A N Bs + C
S+ s2+1
O -0,2s + 0,4
Fls)] = 22
sl +2 * s%+1
_ S 2
o = 02l - S+ B

Nun wird die inverse Laplacetransformierte gebildet :

L[ Fls| = £-1(oz(1 ol ))

S+2 S“+1 S“+1

ft) = 02(e® — coslt) + 2sinlt))

Losung der Differentialgleichung f'(t)] + 2f(t)] = sin(t] , f[+0)=0
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