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Axiom der Intervallschachtelung

Eine Folge ineinandergeschachtelter Intervalle |a ;b | ., deren Intervall-

langen gegen 0 streben, bestimmen genau eine Zahl z , Zentrum genannt,
die innerhalb aller Intervalle liegt :

rr rr 2z 11 17
|_a1 |_a2 |f‘n.1|_an 1o ] .

Zahlengerade

(1) Intervallschachtelung: a, < a,.,, < b,,, < b, furalle n € N
(2) Intervalllangen : lim (bn — an) = 0
(3) Zentrum: z € la;b,| furalle n € N
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Eine Intervallschachtelung kennt man durch die naherungsweise
Bestimmung von 2 als Lange der Diagonalen im Einheitsquadrat .

d° = 1° + 17
d2:2 = d:\/2

1 Naherungen fur d :

a,=1 < d < 2=b, b,—a, = 1

a,=1,4 < d < 1,5=b, b,—a, = 0,1
1 a,=1,41 < d < 1.42=b, b,—a, = 0,01

a,=1,414 < d < 1,415=b, b,—a, = 0,001

Bereits griechische Mathematiker haben vor uber 2000 Jahren gezeigt, dass
dieser Prozess der Einschachtelung von d niemals aufhort, dass d also
durch keine Dezimalzahl darstellbar ist, sondern eben eine Zahl, die durch

die Intervallschachtelung festgelegt sein muss .
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Figurierte Zahlen und Summenregeln
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Figurierte Zahlen und Summenregeln
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Figurierte Zahlen und Summenregeln
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Ergebnis :

Zi _ 2(n+1)
_ 2 _ n(n+1)(2(n+1) — 1)
= 6

Man kann selbstverstandlich auch Formeln fur die Summe von Potenzen mit

beliebigen Exponenten Zik . k € N entwickeln .
i=1
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Integration als Naherungsverfahren zur Berechnung von krummlinig
begrenzten Flachen

Gegeben sei der Graph der Funktion y = f(x] = x* .
Gesucht ist der Flacheninhalt A(x) !

y A
y =x°

>
X

Integralrechnung 8



Integration als Naherungsverfahren zur Berechnung von krummlinig
begrenzten Flachen

Naherungen von oben

y A y = f(x)=x2 A = flx)x
A= Dilxjax, x = bx, axk
Ao Dfljax, x = lpx, ax=k
Ao = Dtlxjax, x = b, ansk

» A(X)<KS< K4< K2< K1
X
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Integration als Naherungsverfahren zur Berechnung von krummlinig
begrenzten Flachen

2" -te Naherung von oben

= f(x)=x2 _ 2 -
y A y = f(x)=x A2n — Zf(xi)Ax , X, = |2_nx , Ax:)z(—In
i=1

2" -te Naherung von unten

2"—1 _
/ b = T o e ax
i=0

2n

/

:7‘77 A, < ..<A,< Alx] <A, < ..<A,

) o
X
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Integration als Naherungsverfahren zur Berechnung von krummlinig
begrenzten Flachen

y=X2 Kzn — A, = f(X)AX , AX=

im(A, — Ay] = 0

n->o0

Damit existiert der gesuchte
/ Flacheninhalt A(x| als Zentrum der

Intervallschachtelung |A,; A,

nelN

)
X X
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Berechnung von A|x]

Die Berechnung von A(x) ergibt sich nun aus den Grenzwerten

oder ImA, :
n-=>oo
Alx) = limA,
n->o0
o
= lim > f{x)Ax
N0 =1

lim

n->o0 i

2
. 2 X
im > i* =—
'

n->w j=1

2
im 2— {2

N> (2”)3 i=1

I
s RN

1~
/|? —h
X
]
Ny |

> N
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2n

= |lim X3n3 le
n->o0 (2) i=1

n

Bevor man jetzt weiter rechnet, sollte man die Summenformel ) i* von S. 5
i=1

etwas vereinfachen :

n(n+1)(2(n+1) — 1)
6
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A(x)

Der Flacheninhalt unter der Kurve y = x°
gleich Ty

3
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Auf entsprechende Art kann man die Flacheninhalt unter den Kurven

y=x,y=x", y=x",.. Uberdem Intervall [0;x] berechnen .

Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle dargestellt :

f(x| A(x]
X' ;—XZ
X ;—X3
x° Lyt
X" ?
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Schreibweise der Flacheninhaltsfunktion nach Leibniz :

Die Berechnung der Flache A(x| unter der Kurve (ber dem Intervall [0;x] ergibt
sich aus der Summation der Flacheninhalte f(xi)Ax, i = 1, ..., 2" durch
anschliellende Grenzwertbildung n-oo :

o
Alx] = lim > f(x]Ax , Ax = >2<_

n>cw j=1

.

A(x) = lim Zf(xi)Ax

Ax>0 j=1
Alx) = ff(?é) de Slgtl(:relbwellse nach |:elanZ(1646-1716)

0 ” gral 0 bis x f(¢) d¢
Hier steht der Term  f(&) flr f(xi) und dEg fir die ,unendlich kleine Grofe"
im Ax = lim 1—nx .
n->o0 n-»oo 2

Das Zeichen f stellt ein lang gezogenes S dar und erinnert an die Summation .
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Wenn man die Tabelle betrachtet, konnte man auf die ldee kommen, dass
1 n+1

wenn f(x] = x", der Flacheninhalt A(x| = X" st
f(x| A(x)
X' ;—Xz
x° ;—Xs
x° l—x4
X" 2
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Oder scharfer formuliert , die Ableitung der Flacheninhaltsfunktion
Alx) = ;?x”” zur Funktion f(x] = x" ist gleich der Funktion f(x] :
f(x| Alx]
X' ;—Xz
X° ;—X3
x° 1—X4
X" ?
flx] = x" = A'lx) = X"

Moglicherweise (qilt die entsprechende Aussage fur jede integrierbare
Funktion f(x) . Dieser Idee kann man nun theoretisch nachgehen !
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Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Behauptung :

Fir die Flacheninhaltsfunktion A(x] ff(g) d§& zu der integrierbaren
0

Funktion f(x] gilt: A'(x] = f(x]

Beweis :

I
3
I
*
X

Zu zeigen: A'(x]
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ZU zeigen :

f

max[x;x+Ax]

min[x;x+Ax]

A X

f

min[x; x+A x|

X

X+AX X
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A(x+Ax| — A(x) < f

20

max|x;x+AX|

A X

AX < A(X+Ax) — A(x)



Flachenbetrachtung :

fmin[x;x+Ax}AX = A(X+AX) o A( ) — fmaxxx+Ax]AX
A(x+Ax) — A(x)

1:min[x;x+Ax} = AX = fmax[x;x+Ax]
Wegen lim fmlnxx+Ax] = lim fmlnxx+Ax} f(X) fOIQt

Ax~0 Ax=>0
. A(X+Ax) — A(x) _
A“)(TO AX Bl f(x)

g.e.d

Bemerkungen :

Die Funktion A(x|

| flg) d& heiBt Stammfunktion von f(x), da
0

A'(x) = f(x] . Mit A[x] = [f(g) dg ist auch jede Funktion A(x)+C, C
0
konstant, eine Stammfunktion von f(x] .
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gestattet nun zwei
weitere Aussagen zur Berechnung des Flacheninhalts unter der Kurve
y = f(x) Uber dem Intervall [a;b] :

b

[fe) de = [flg] oz — [f(e) de

(1) | flg) d= := A(b) — Ala) Schreibweise : }f(z) de = [ Alg) |}

a

(2) Ist A(x)+C irgend eine Stammfunktion von f(x] , so kann man
auch mit dieser Funktion den Flacheninhalt ausrechnen :

}f(‘g) dg = Afb] - Al

A(b]+C — (A(a)+C|

*
ym

Q
T

[

fle] dE = [ A[g}+C |,
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