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Lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2
Unbekannten

1 2x + 3y = 4
2 3xXx + 06y =206

X + 1,0y = 2
X =2 — 1,5y

2 3X + 6y =26

32 — 15y) + 6y = 6 Einsetzungsverfahren
6 — 45y + 6y = 6
2,0y =0

I
N

y =0 = x=2-15-0 = X
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Konstruktion einer Losungsformel fur ein allgemeines
lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2
Unbekannten

1 a,x, +a,x, = b, Nicht alle a;, mit i,j € [1;2] seien gleich 0!
2 a,x, + a,X, = b, Seietwa a,, # 0 .
b a
X, = j —~ aix2
11 11

2 a, X, + a,X, = b,

b, dyy :

Ay|— — —Xy| + aypX, = b, Einsetzungsverfahren
CEF Ay

al21(b1 — a12X2) + apapX, = anb,
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a21(b1 — a12)(2) + apapX, = aub,
bia,, — a@,X, + a18,X, = ayb,

(311 dgp—ay a21))(2 = a; b,—bya,

a..b, — b,a
dq1dy — aypay

b a
g, = 2 _ Gw,
Ay Ay
v = b, R a; b, — byay
.=
Ay Ay 4185 — 8pp8y
« = b1(a11azz - a125'21) — a12(5'11bz — byay
.=
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b1a11322 o b1a12321 o a1za11b2 + a12b1az1

Xy =
a11(a11322 - a12321)
X b1a11azz B a1za11b2
.=
a11(a11azz - a12321)
b1322 - a12bz
Xy =

dq1dy, — dAypdyy
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Einpragsamere Form der Losungsformeln fur x1, X2 unter Zuhilfenahme der
Koeffizientenanordnung :

Determinante der bezuglich der
b, ay, Koeffizienten von x, modifizierten
. b,a,, — a,;,b, | by ay Koeffizientenmatrix
.= —
A8y — aypdy d; 4dag,
a,, A, Determinante der
Koeffizientenmatrix
Determinante der bezuglich der
a; Dby Koeffizienten von x, modifizierten
o - A b, — b,a,, | @y b Koeffizientenmatrix
, = —
dy18y»n — ay8y d;; dyo
a.. a Determinante der
21 22

Koeffizientenmatrix
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Ergebnis :

Das lineare Gleichungssystem

1 a X, + apX, =

2 A, X, + A,X, =
a,, a

hat, falls 12
dpy dyy

. b1azz o a12b2

dq1dy — dypdy

b,
b,

# 0 gilt, folgende Losungen :

b, a;,
by Ay . — a;, b, — bya,
— , =
d,; ai dyg8y — A48y
dpy Ay

Lineare Gleichungssysteme und Determinanten 7

a;; b,
a,, b,
dq; Ay
dy1 Ay




Rechenbeispiel vom Anfang :

1 2x, + 3x, = 4
2 3x, + 6x, =6

o A~
o W
w N
o b

Wi
o W
Wi
o W
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Retrospekt auf alle moglichen Losungsmengen

1 a; X, + a;,X, = b,

2 a, X, + a,X, = b,

a a - . .
() Falls 12711 1 % 0 erhalt man die Losungen :
dpy Ay
dy; Qg . = b, a,; dy; Ay X, = dqq
dyy dy b, a, dyq dy dy1
b, a,; a;; b,
. — b, a . = ay b,
1= 2 =
dy; dq dq; dyp
dyy dy dy1 dy
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dy; Ay a,, b,
dpy dpp b, ay

es keine Losungen , wegen des Widerspruchs

b1 a12

+ 0 oder

() Falls # 0 gibt

dyq 2

=0 und|

a,, a b, a
0 = oz |y = b1 12 | 2 Q
dyy Ay g dpo
oder
a,, a a b
0 = (R 11 b1 £ 0
dyy Ay dy; Dy
dy; dyp | _ a;; by | _ : : :
() Falls = 0 und = 0 gibt es unendlich viele
dpy dy dy; Dy
Losungen , denn :
dy; dyy X, = a,; b,
dpy dy a,, b,
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0 , also x, € R beliebig und x, =
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b, dqy
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Beispiel zu (ll)
1 1x, + 2x, = 3
2 3x, +6x, =4

1 2] _ 3 2 1 2], _]3 2
‘36“0““‘46 #0 = ‘36 X1_‘4 6‘
|12, _ |3 2
” O_‘BG X1“46
Beispiel zu (lll)
1 1, + 2x, = 3 = x, = 3 — 2Xx,
2 3x, +6x, =09
1 2 13 1 2 1 3
= N = =
‘36‘ O“d‘39‘ 03‘36’(2‘39‘
= 0x,=0,also x, €eR
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Konstruktion einer Losungsformel fur ein allgemeines
lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3
Unbekannten

1 a; X, + a,X, + a;3X; = b,
2 A, X, + AxpX, + AxX; = b,

3 a3 X, + @g,X, + Ay X, = b,

1 a; X, + a,X, + a;3X; = b,
1 —_

2 dyy X, + Ay Xy = bz — dy X4
1 —_

3 djp X, + Az X; = b3 — Ay Xy
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1 a, X, + a,X, + a;3X; = b,
‘ —
2 Ay Xy, + Ay Xy = b2 — dy X4

‘ —
3 apX, + ApX; = by — ag X,

(b2_321x1) dy3
X, = (b3_a31x1) 933 _ (bz_az1x1)333 - a23(bs_a31 X1)
Ay, Ay dy833 — 8pdy
dsp ds3
Ao (b2_321x1)
. — A3y (b3—a31x1) B a22(b3—a31x1) — (bz—a21x1)a32
S a,, Ay 8,85, — 8y,
d3p ds3
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Vereinfachen der Losungen x, , X,

(b2—821 X1)333 - 323(b3_a31x1)

X, =
dpp 833 — dy3ds;

X, = b,a55—axb; — (321 a33_323331)x1
dpp 833 — dy3ds;

X, = a22(133_331 X1) - (b2—821 X1)332
dpp833 — dy3ds;

X, = abs—bras — (322331_321 a32))(1

dppdzz — dyzds
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Einsetzen der LOsungen x, , x; in Gleichung 1 :

1 a; X, + a;,X, + a;3X; = b,

b,a53—a5b; — (321 A33 333 a3 ) X4

X2 =
dppdzz — djzdsy
« = apbs—b,a; — (322331_321 a32))(1
. =
dppdzz — dy3dsp
1‘
b,as;—a,b; dyqdzz—dyz Az | Xy a,,b;—b,a,, dppdzy—dy Az Xy
d Xy + ag T dy;
dyydss dy3dsy dypdss dp3ds;
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bza33_az3b3 — |@1A33—3ay3d34 | X, azzb3_bza32 o

a Xy + 8y — + a3 —
dpdzy — 83383 dy833 — dydy

a11(322333_323332)x1
+ a12(bza33_323b3 - (321 833—823831)X1)

+ a13(azzb3_b2332 - (322331_321 a32)x1) = b1(azza33_323332)

a11(322333_az3a32)x1 — a12(az1a33_323331)x1 — a13(322331_az1a3z)x1
+ a12(bza33_az3b3)

+ a13(322bs_bzasz) = b1(322333_323332)
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a11(322333_323332)x1 - a12(az1333_323331)x1 - a13(322331_az1332)x1

+ a1z(b2 A3 dy3 bs)

+ a13(azzbs_bzasz) = b1(azza33_323332)

Aqq|dyp833—dy3d3 | Xy — a12(az1 a33_azsa31)x1 — a13(azza31_az1 a32))(1

= b1(322333_323332) o a12(b2333_323b3) o a13(322bs_bza:52

( a11(322333_323332) o a12(az1 a33_323331) o a13(azza31_az1332) )X1

= b1(322333_323332) B a12(bza33_az3b3) B a13(322b3_bza32
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( a11(azza:33_323332) o a12(az1 a33_323331) o a13(322331_321332) )X1

= b1(322333_az3a32) o a12(bza33_az3b3) o a13(322b3_bza3z

b1(322333_323332) — ap (b2333_323b3) — dy3 (azzbs_bza32)

a11(322333_323332) - a12(321333_323‘331) - a13(azza31_az1332)

X, =

Eine Losungsformel, die man sich nur schwerlich einpragen konnte !

Es sei denn, man nimmt bei den Termen Bezug auf die Anordnung der
Koeffizienten im gegebenen Gleichungssystem !
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b1(322333_323332) — Ay (b2333_323b3) — Qdy3 (azzbs_bzasz)

Xy =
a11(azza33_az3332) o a12(az1as3_az3a31) o a13(azza31_az1a32)

1 a; X, + a;,X, + a;3X; = b,
2 A, X, + 8,X, + 8yX; = b,

3 Ay X, + a;X, + a;X; = b,
Betrachtung des Nenners von x; :

a11(azzas3_az3a3z) o a12(az1a33_az3as1) o a13(322331_az1 d3p

Darstellung in der Koeffizientenmatrix :

dyy dqp 4dg; dyy dqp 4dg; dqy dqp 4dg;
dy; azzxaz3 dyy_ Ay Ay az1>< dy, dy;
dj; dj, dg; djy~ djy, dgg djy dj, dg;
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Modifizierung des Nenners von x, :

a11(322333_az3332) - 812(821833—823331) o a13(322331_az1a32)

a11(a22a33—a23a32) — 812(321333—323331) + 313(321332_322331)

Darstellung in der Koeffizientenmatrix :

dqy dqp; 4dgs dqy dqp; 4dgs dqy dqp 4dg;
dy; azzxaz3 dyy Ay Ay az1>< dy, dy;
dj; dj, dg; dj;~ djy dgg djy dj, dg;

Definition der entsprechenden Determinante :

dyy dyp Aagp
dyy Qdyy Ay ‘= Ay 822333—823832) - a12(az1333_az3331) t a13(az1332_azza31
d3; dzy dg3
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b1(322333_32333z) — Ay (bzass_azsbs) BREE (322b3_b2332)

Xy =
a11(azza33_323332) o a12(az1 a33_""23331) + a13(az1 832—822831)

1 a; X, + a;,X, + a;3X; = b,
2 A, X, + 8,X, + 8yX; = b,

3 Ay X, + a;X, + a;X; = b,
Modifizierung des Zahlers von x, :

b1(322333_323332) — dgp (bzass_azsbs) — Qdq3 (azzbs_bzasz)

b1(322333_323332) — ap (b2333_323b3) + Ay (b2332_322b3)

b, a,, aj;
= b2 dy, dy;
b; as; as
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Darstellung der Losung x, uber Determinanten :

1 a, X, + a,X, + a;3X; = b,
2 A, X, + @y,X, + 8yX; = b,

3 a;, X, + @g,X, + ApX, = b,

_ b1(322333_azsa32) — dp (bzass_azsbs) + a3 (b2332_322b3)

X, =
a11(322333_azsa32) - a12(az1 a33_323331) + a13(az1 a32_‘9‘22331)
b, a;, aj;
b, ay, a
b, azx as
X, =
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Die Losungsformeln fur x, erhalt man aus dem Gleichungssystem durch
folgende Umordnung :

_ ¢ _
1 Ay Xy + apX, + aX; = by 1 a,X, + ay X, + a;X; = b,
_ G _
_ ¢ _
b, a; a; a;; by ag; a;; by ag
b, a, ay —| a5y b, ay 2,1 b, ay
b, aj ag a3, by a,; a3, b3 aj;
X, = = =
dyp dqq djz dq1 djp djz dqy dqp Az
dyy dyy dps —| Q1 dyp Ay dy; dyp Ay
dsp; dizq dgag dyy dzp dgg dzy djp dgg

Die Rechtfertigung daflir, dass die Spaltenvertauschung zweier
aufeinanderfolgender Spalten das Vorzeichen der Determinante andert, folgt
spater !
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Die Losungsformeln fur x, erhalt man aus dem Gleichungssystem durch
folgende Umordnung :

_ ¢ _
1 Ay Xy + apX, + aX; = by 1 a;3X; + a;pX, + a;x, = b,
_ G _
_ ¢ _
b, a, ay a;; a;, b, a; a;, b,
b, a, ay —| a5 ay, b, a,, a, b,
b; a;, aj; a3, Az by a;; ai by
Xy = — =
dq3 djip AdAyy dq1 dqp Adgz dy1 djqp 4djpz
dyz dy, dyy —| Q1 Ay Ay dyy dyy dy;
dz3 dj, dgy d;; djp dgg dyy dzp dsg

Die Rechtfertigung daflir, dass die Spaltenvertauschung zweier
aufeinanderfolgender Spalten das Vorzeichen der Determinante andert, folgt
spater !
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Ergebnis :

Das lineare Gleichungssystem

1 a; X, + a,X, + a;3X; = b,

2 A, X, + AxX, + AxX; = b,

3 A3 X, + AgpX, + Ay Xy = b,

dyy dyy
hat, falls | a,, a,
djy djp

+ 0 Qilt, folgende Losungen :

a;; by ag
8y b, ap
a3, by ag
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a; a, by
ay 3, b,
a3 35 by
dyy dqp QAgg
Ay 33 Apx
dz; a8z Az




Spaltenvertauschung zweier aufeinanderfolgender Spalten und
Vorzeichenanderung der Determinante

dqy dqp 4dgs dqy Q4 4dgs dyy dqp 4dgs
dy; azzxazs dyy Ay Ay az1>< dy, dy;
dj; dj, dg; djy~ djzp, dgg djy dj, dg;

dyy 8y Qdg3
dyy 8y Ay L= a11(azzas3_323332) o a12(az1333_323331) + a13(az1a32_322331
d3q Q3 dss

Da die Determinante einer 3x3-Matrix uber Determinanten von 2x2-Matrizen
definiert ist, und letztere bei Spaltenvertauschung ihr Vorzeichen verandern,
ubertragt sich diese Eigenschaft die 3x3-Matrix .
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Beispiel bei Vertauschung der ersten und zweiten Spalte :

dyp 4y dgs dyp 4y dyz dyp dqy dgs
dyy Ay Xazs dyy Ay Ay azzx dyy dy;
d;, djq dg; dj,” dzq QA3 d;, djq dg;

dyy dyy dy3 = a12(az1as3_az3a31) o a11(azza33_azsasz) + a13(azzas1_az1 a32)

_a11(azza33_323332) + a12(az1 833—823831) + 813(822831—821 832)

Q
)
N

Q
~

Q
N
W

|

dyy; Ay Ay | _a11(azzas3_az3a32) + a12(az1 833—823831) - a13(az1 a32_322331)
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_311(822333_323832) + a12(321 a33_323331) - 813(821832—822831)

_(311 (322 dz3—dy; a32) -

dyy
—| Ay
ds;

dq,
dyy
dsp

dy3
dys
dss

a12(321 A 337 8y383; ) + a13(az1 A3 89 834 ))
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Rechenbeispiel

I
|
—

1 1x, + 2X, + 5X,
2 3x, + 6x, — 2x, = 4
—2

3 4x, + 8x, + 3x,

Man schreibt die Terme fur die Losungen nicht in der Quotientenform,
sondern in Produktform . Im Beispiel erhalt man fur x, eine nicht erfullbare

Gleichung :

12 5 1 2 5
36 -2x,=| 4 6 -2
4 8 3 2 8 3
0x, = 170

Das System hat also keine Losung !
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