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Reelle Zahlen

Die Existenz der n-ten Wurzel von positiven rationalen Zahlen wird durch
das Axiom der Intervallschachtelung gesichert .

Axiom der Intervallschachtelung

Jede rationale Intervallschachtelung |, = |a,,b,|

n

N » also eine Folge
ineinandergeschachtelter Intervalle mit lim b ,—a, = 0, hat genau ein

n=-> o

Zentrum x , eine Zahl, fur die gilt x € |a,,b | furalle n € N.

Das Zentrum kann eine rationale oder eine neue Art von Zahl, eine
sogenannte reelle Zahl sein.

Esgilt lim a, = lim b, = x .

n-> o n-> o
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Beispiel :

Gegeben sei das Quadtat mit der Kantenlange 1 . Man berechne die Lange d
der Diagonalen !
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Beispiel :

Gegeben sei das Quadtat mit der Kantenlange 1 . Man berechne die Lange d
der Diagonalen !

d° = 1%+1°
d° = 2
d
1 1 <d< 2

1,4 <d< 15
1,41 <d< 142

1 1,414 < d < 1,415
Intervallschachtelung :
1:2] o [1,4:1,5] o [1,41;1,42] o [1,414;1,415| > ...
Die Intervalllangen nehmen monoton ab :
1> 01> 001 > 0,001 > ...
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Die Diagonale d im Einheitsquadrat ist keine rationale Zahl .

Beweis :

Angenommen, d = ﬁ— maximal gekurzt .
U i

Wegen d° = 2 gilt NI T 2

2 2z

Z_2 — 92 = - = 2

N N

Z° = 2N° gerade 27" = N° gerade
= Zgerade, Z = 27 = N gerade, N = 2N’

Der Bruch % ware also durch 2 kurzbar, im Widerspruch zur Annahme !

qg.e.d.
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Ergebnis :

Man kann die Existenz der Lange der Diagonalen im Einheitsquadrat nur
uber eine Intervallschachtelung wie angegeben axiomatisch sichern !

Die durch Intervallschachtelungen definierten Zahlen fugt man den rationalen

Zahlen hinzu und erhalt so die Menge R der reellen Zahlen!

Eigenschaft der reellen Zahlen :

Jede reelle Zahl ist durch eine rationale Intervallschachtelung festgelegt .
Alle Grundrechenarten Ubertragen sich auf die Menge der reellen Zahlen.

AulRerdem fordert man, dass das Axiom der Intervallschachtelung
entsprechend fur reelle Intervallschachtelungen gilt !
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Rechnen mit reellen Zahlen

Seien x, y € R gegeben mit entsprechenden rationalen Intervall-

schachtelungen [an,bn]nEIN : [Cn’dn]nelN

Dann definiert man mit Hilfe der Grenzwertwertsatze die Grundrechenarten
fur reelle Zahlen wie folgt :

X +y :=1Ilm a, +Ilim ¢, = Ilim a,+c,
n->o0 n=>oo n->o0
X —y :=1Ilma, —Ilimc, =Ilm a-—c,
N->o0 n->oo n->o
X -y :=1Ilm a, - -Ilim c, =Ilm a,c,
nN-=>oo n->oo N-> o0
Xy :=1Ilma,:Ilmc =Ilim a;:c, , falls lim c, # 0
n->o0 N->» o0 N-> o0 N=> o0
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Potenzrechnung

Definition :

Fir n €N, n > 2 ,b > 0 heilRt die Zahl b" die n—te Potenz zur
Basis b . Die Zahl n heil3t Exponent .

b" := b - ... - b Produkt bestehend aus n Faktoren b

Fur nm € N , b > 0 gelten folgende Regeln :

I bn .bm — bn+m

bn _ n—m
| o b , falls n = m+2
[ p"[" = p"*
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Mochte man, dass die Divisionsregel Il auch fur den Fall n < m+2 qilt
muss man Folgendes definieren :

m+1

O

n=m+1 : b = ol b™"™™ =bp'  also b' := b

n = m+1 : 1 = E—m = b™™ = p° also b’ = 1

n<m 1(mn) = b—m = pb"™ = p ™ also b™" = 1—n
b b b

Man muss nun prifen, ob fir Potenzen b", q € Q ebenfalls die
Rechenregeln |, Il Il gelten .
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Man muss nun prifen, ob flr Potenzen b",
Rechenregeln |, Il lll gelten ?

b b =

bn . b—m

b—n

b—n

b—m
bn

=
b "

bm

.bm
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b ")

b"|
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Man muss nun prifen, ob flir Potenzen b", n € Z ebenfalls die
Rechenregeln |, Il lll gelten ?

b b= L o el e
b- b b
f n—m n+(—m] g )
1 b™ " = b fir n > m
bbb " 1m—n = b = b fiir n < m|
Lb J
Analog :

b—n .bm — b—n+m

Potenzen, Exponential- und Logarithmusfunktion 13



b—n—m

|
(@}
=N
|
3
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Nachdem Potenzen mit ganzzahligen Exponenten erklart wurden, kann
man sich an die Erklarung von Potenzen mit gebrochenen Exponenten
machen :

b* =7, g€ Q

N
(b1N " N = N N = I N
1 \N z 114 z 1
(bN = b N = (b“) ¥ = (b
1 Z z .
oV = Vb N = V¥p? oV = Vp 2

Zu Zeigen: Yo’ =Vb? , Wp¥ =1b?
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Zu Zeigen : Vo2 = Vb?

Beweis :

¥b* = Vb?

Yo7 = (Yo7

Vb = b’

Vb = b?
—Nn\Z

WM = b?

b* = b® [wahr]

Mo = Wb

O
<
N

|l

O
<
N
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Z
Entsprechend muss man prifen, ob fir Potenzen b" | % € Q ebenfalls

die Rechenregeln |, Il, lll gelten ?
Z, 4
I bN bV =
Z
bN
| 7 =
bN_
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Z
Entsprechend muss man prifen, ob fir Potenzen b" | % € Q ebenfalls

die Rechenregeln |, Il, lll gelten ?

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien zum Nachweis der
Multiplikations- und Divisionsregel die Bruche nennergleich!

Z, Z, Z,+Z, z, z,
I bN_ bN_ — vb_z1 .'21/622 — L\l/b_zf"zz — bN — bN—+N
Z
b 22
| — = b" N analoger Beweis
N

l ﬁ— e Z,Z, Z  Z
1 b\ * N\/N\/b_LZZ _ \/N\/b 2.2, _ '\‘1’\'\7/bz1z2 — pVN: = N N
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Die Fortsetzung der Exponentialfunktion von Q auf R

Man kann zeigen, dass es fir die Exponentialfunktion y = b%, q € Q@

X

stetig erweitert werden kann zu einer Funktion y = Db, x € R, indem
man definiert :

Sei |a,,b,] ., eine rationale Intervallschachtelungzu x € R .

b* := lim b™

n->o00

Bemerkung :

Ausfuhrliche Erklarungen hierzu findet man im Mathematischen Anhang ab
Seite 47 des Skripts !
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Die Potenzgesetze fiir die fortgesetzte Exponentialfunktion y = b”,
b > 1, x € R gelten ebenfalls :

Seien x, y € R gegeben mit entsprechenden rationalen Intervall-
schachtelungen [a,,b,] v » [Cn Gy on

I b* - b¥ = lim b™ - lim b™ = lim b™ - b™ = lim b™ "> =
n->o N->o0 n->o N-> oo
lim a, + c, lim a, + lim c,

— bn-)oo — bn->oo n-w — bX ty

b* ban a — lim a, — c, lim a, — lim c, « _

— 1 — 1 n n— N — n-ow n-o — y
| > = Iim Cn—Ilmb = = Db = Db

b n->oo b n->co
o () =tim (6™ = lim b e = b T = pm T o e

n->o0 n->o
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Das Schaubild der Exponentialfunktion y = b*,b > 1,x € R

@

AL OO LN e

O f:y=16" .'ﬂ"dll B
+
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Man kann zeigen , dass die Funktion y = b” ,b>1,x € R streng
monoton wachsend und surjektiv ist, und deshalb eine Umkehrfunktion
x = log,|y) , namlich die Logarithmusfunktion zur Basis b , besitzt .

(Vgl. Mathematischer Anhang ab Seite 47 des Skripts)
AL D04 \ LR R
O f:y=16 v

+

Y = bX 4/
| x = log,ly)
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Es gelten folgende Logarithmengesetze :

Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion sind Umkehrfunktionen
voneinander :

b =y log,(b] = x
| Iogb(y1 : y2) = Iogb(y1) + Iogb(yZ)
I Iogb(y—1) = 10y (Y] — log,|y,)
Yo

M logly") = n - log,|y]
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Beweis :
Seien y, = b™, y, = b™ gegeben .

| Iogb(Y1 ' yz) = |09b(bx1 ' bxz) = IOgb(bx1 " Xz) = X+ X; =
= log,|y,| + log,|y,)

X4

I Iogb(%) = Iogb(:;_x2 = Iogb(bX1_ Xz) = X3 — X3 =
= Iogb(y1) — IOgb(Y2)

- og,y'] = log,|[bf'] = log,(b" *) = n - x = n - log,ly
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Die Eulersche Zahl e

(Leonhard Euler , 1707 — 1783, Schweizer Mathematiker)

Man betrachtet die unterjahrige Zinseszinsung Kapitals K, = 1 zum
Zinssatz p = 100% = 1 proJahrin n Zinsperioden:

K = KO(1+B)
n

K = (1+1—)
n

Gibt es den Grenzwert |Iim (1+1—) ?

n->o n
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Behauptung:

Die Intervalifolge | e, ; f, | _,

n n+1
(1+1—) : (1+1—) ] ist eine
n n neN

Intervallschachtelung und hat demzufolge das Zentrum
n n+1
e:= lim (1+1—) = |im (1+1—) :
n-oo n n=oo N

Beweis:

Die Folge e := (1+:T) ist monoton steigend, was man durch

Abschatzung mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung (1+x)n >1+nX ,
x >-—1 , fur zeigen kann:
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)m (n+2 " n+2 n+1.(n+1)

n+1 _\n+1 n
h+1 )" (n+1 ™
n n
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Die Folge f := (

1 )n+1

1+—
n

1+1-
n

1

1 -
+n+1

AufRerdem sind

)n+2 —

n+1
) ist monoton fallend :

n+1 n+1 n+1 n+2

n _\n N

n+2 n+2 n+2 n+2 n+1

n+1 n+1

_(n+1)°=1+1 "
(n+1)°—1 n+1
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\
/

= (1+1— n-(1+1——1\ ;
)

n ) n
_( 1)1 ( 1)””1 4
= 1+=| = < [1+=] — < —
nj/n n n n

das heilt |Iim f —e, = 0.

n->o

Potenzen, Exponential- und Logarithmusfunktion 29



Also haben wir eine Intervallschachtelung mit dem Zentrum e

n n+1
(1+1—) < e < (1+1—) ] furalle n € IN
n n

und
n n+1
e:= lim (1+1—) = lim (1+1—)
n=» oo n n=->w n

Die Zahl e heifl3t Eulersche Zahl, nach Leonhard Euler , 1707 — 1783,
Schweizer Mathematiker .

Ein Naherungswertist e ~ 2,718 .
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Leonhard Euler (1707 - 1783),
Pastell von Emanuel Handmann, 1756

https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler
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Stetige Verzinsung allgemein

Man betrachtet die unterjahrige Zinseszinsung eines Kapitals K, = 1 zum
Zinssatz p proJahrin n Zinsperioden:

K:K0(1+%) , peQ,p=0

K

(1+rpT) , pe@Q, p=20

n->oo

Gibt es den Grenzwert Iim (1+E—) ?
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Gibt es den Grenzwert Iim (1+B) ?

n->o n

Man kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass

Osp—s1ist,alsoﬂz1
n P
Zu jedem n gibt esdannein k, € IN mit

n 1 P 1
k < — <k +1,al < 5 < —
TP nt 1, AIS0 K. +1 n Kk,
Dann folgt:
1 o) 1
1 < 1 = <1 —
Tk + " Tk

Potenzen, Exponential- und Logarithmusfunktion 33



1 k,+1 1 —1 p n
M |p
(1+kn+1 ) (1+kn+1 ) < (1+n) <
1 Ko+ 1 1 —1\P 0 n 1 Kn 1 P
(1+kn+1) (1+kn+1) < (1+E < 1+E 1+E

Die linke und die rechte Seite streben wegen der Stetigkeit der Funktion

y = x°, p € Q jeweils gegen (e-1)p = e”.

n=> oo

Also ist lim (1+E—) = e .
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Definition :

X

Die Funktonen f: R — R mit f(x] =€ fir x = 0, und

flx) = 1Tx fur x < 0 heil}t Expontentialfunktion zur Basis e oder
e

Naturliche Exponentialfunktion .
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Die Ableitung der Naturlichen Exponentialfunktion

Man kann annehmen, dass die Naturliche Exponentialfunktion stetig
fortgesetzt ist durch die Funktion f(x] = e* fir x € R .

X+h X

&) = lim &——2°%
h—)Oh )
.. e -e — e
o) = lm 2 h
N x € — 1

o = lim e O
h
O 1
o) = et lim ¢
Frage: lim e’ — 1 _ ?
h-0 N
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. e
Frage: [im = ?
h-0 N

Setzt man speziell h = :1— , N € IN, sofolgt:

n—1
1
1+1— < e" < 1+1
n n—1
1 L 1
— < e" -1«
n n—1
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1
< 1_ < 1
n
1
e" — 1 1
1 < 1 < 1+n_1
n
1
Wegen lim 1+:1—‘I = 1 folgt lim S—— LI

S5 | =
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Setzt man speziell h = — — , n € IN, so folgt :

S5 =

n n+1
(1+1—\ < e < 1+1—)
n) \ N
(1+1—\ < e < 1+1 )
n | n—1
1 1 1
n < e < n
(1+1 ) (1+1—)
n—1 n
1 e <]
1+1 1+l
n—1 n
1
n—1 iy n
< e < ——
n n+1
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n—1 <e "< __
n n+1
1
TP S T
n n+1
_1
—1—<e”—1<—1—
n n+1
_1
n e " — 1
— < < 1
n+1 _1_
n
_ 1
1 e " — 1
1—m<_1_ <1
n
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1—m<_1_ < 1
n
_1
. 1 _ . e " —1 _
Wegen LT; 1—m—1folgt LI_TO 1 =1
n
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Seinun (h,

h, > 0,eineFolgein R mit lim h, = 0.

n=->w

neiN ’?

Dann gilt nacheinander :

h,| < 1 furfastalle n € IN

Kk < :]— < k +1 firfastalle n € N

1 s‘h|s1—, k. € IN firfastalle n € IN

K, +1 "k, "
1 1 1 1 .
kn h, 1 < Ooder 0 < T h, < o k, € IN fur

fastalle n € IN
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1 1 1 1 iy
k—shns—k+1 < 0 oder O<k+1 <h, <— , k, €IN fir

n n n

fastalle n € IN

Wegen |lim h, = 0 ist lim k, = «

n->o0 n-=>oo

Dann folgt :
1 1 ; 1—
- —<h < - oder e“' < e™ < e
K K +1
1 1 1 1
e “ 1 <e™"-1<e ™" -1 oder " -1 <™ -1 < &~ —1
_1 1 1 1
k h k. +1
e v —1 e™ —1 e 1 1 1 e —1 e 1
> > oder < <
h, h, h, . h, h,
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_1 e K,+1 . Oder K,+1 _1 eh _1 ek _1
S 1 B hn - - 1_ B hn Bl 1_
K. +1 K, K. +1 K,
_ 1 _ 1]
k h, k. +1
e _1-k”+1ze_1ze -1 Kk,
_ 1_ kn hn _ 1 kn+1
K, K,+1
1 1
kK _+1 h k
e —1 e"—1 e"—1
oder < <
1 h, 1
kn+1 kn
e™ —1
Das heildt , die Grenzwerte sind in beiden Fallen |im - = 1 ,undes
e" — 1 | nehoo— )
folgt lim = 1 und (ex) = € - Ilim —e -1 =€ .
h-0 h h-0 N
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Ergebnis :

X

Die Ableitung der Funktion y = e” ist gleich der Funktion y = e".

q.e.d.

Die Umkehrfunktion der Natlrlichen Exponentialfunktion y = e ist die

Natiirliche Logarithmusfunktion x = log.[y] =: Inly] .
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Die Ableitung der Exponentialfunktion y = b*, x € R

y = b’
y = [e""f
y — eIn(b)~x
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Mathematischer Anhang

Reelle Zahlen

Die Existenz der n-ten Wurzel von positiven rationalen Zahlen wird durch das
Axiom der Intervallschachtelung gesichert .

Axiom der Intervallschachtelung

Jede rationale Intervallschachtelung |, = |a,,b,|

n

N » also eine Folge
iIneinandergeschachtelter Intervalle mit lim b,—a, = 0, hat genau ein

n->oo

Zentrum x , eine Zahl, fur die gilt x € |a,,b | firalle n € N.

n’ n
Das Zentrum kann eine rationale oder eine neue Art von Zahl, namlich eine
reelle Zahl sein. Esgilt lim a, = lim b, = 0 .
n=>oo n-> o
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Beispiel :

Gegeben sei das Quadtat mit der Kantenlange 1 . Man berechne die Lange d
der Diagonalen !
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Beispiel :

Gegeben sei das Quadtat mit der Kantenlange 1 . Man berechne die Lange d
der Diagonalen !
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Beispiel :

Gegeben sei das Quadtat mit der Kantenlange 1 . Man berechne die Lange d
der Diagonalen !

d° = 1%+1°
d° = 2
d
1 1 <d< 2

1,4 <d< 15
1,41 <d< 142

1 1,414 < d < 1,415
Intervallschachtelung :
1:2] o [1,4:1,5] o [1,41;1,42] o [1,414;1,415| > ...
Die Intervalllangen nehmen monoton ab :
1> 01> 001 > 0,001 > ...
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Die Diagonale d im Einheitsquadrat ist keine rationale Zahl .

Beweis :

Angenommen, d = ﬁ— maximal gekurzt .
U i

Wegen d° = 2 gilt NI T 2

2 2z

Z_2 — 92 = - = 2

N N

Z° = 2N° gerade 27" = N° gerade
= Zgerade, Z = 27 = N gerade, N = 2N’

Der Bruch % ware also durch 2 kurzbar, im Widerspruch zur Annahme !

qg.e.d.
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Ergebnis :

Man kann die Existenz der Lange der Diagonalen im Einheitsquadrat nur
uber eine Intervallschachtelung wie angegeben axiomatisch sichern !

Die durch Intervallschachtelungen definierten Zahlen fugt man den rationalen

Zahlen hinzu und erhalt so die Menge R der reellen Zahlen!

Eigenschaft der reellen Zahlen :

Jede reelle Zahl ist durch eine rationale Intervallschachtelung festgelegt .
Alle Grundrechenarten Ubertragen sich auf die Menge der reellen Zahlen.

Aullerdem fordert man, dass das Axiom der Intervallschachtelung
entsprechend fur reelle Intervallschachtelungen gilt !
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Rechnen mit reellen Zahlen

Seien x, y € IN mit entsprechenden rationalen Intervallschachtelungen
a,.b| . [c.d.| . gegeben .

neN neiN

Dann definiert man mit Hilfe der Grenzwertwertsatze die Grundrechenarten
fur reelle Zahlen wie folgt :

X +y:= =1Ilma, +Ilim b, = Ilm a,+b,
n->o0 n-> oo n->co
X —y:= =Ilm a, — lim b, = Ilim a,—b,
n=>o0 N=>o0 n->oo
X -y := =1Ilm a, - -lim b, =Ilim a, b,
n->coo N->o0 n-> oo
X :y:= =1Ilma,:Ilimb, =Ilm a_ b, , falls Iim b, # 0
n->o0 N->o0 nN=>o0 n->co
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Konvexe Funktionen

Eine Funktion f : R —— R heilt in einem Intervall |a,b] konvex, falls
flb]—fla)
b—a

Der Graph der Funktion verlduft in |a,b| unterhalb der ,Sehne* .
fix)-fla] _ flb)-f(a]

(x—al firalle a < x <b .

gilt: f(x] < fla) +

furallea < x < b

Alternative Definition :

X—a b—a
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Eine Funktion f : R ——= R heil3t konvex, falls sie in jedem Intervall
'a,b] konvex ist .

Wir zeigen, dass fur konvexe Funktionen sogar gilt :

f(x)-fla) _ flb)—fla] _ flb)-flx) ..
x—a < b a < By firalle |a,bjunda < x < b
A
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Beweis :

Nach Voraussetzungist m, < m . Wirmussen zeigen: m < m,
_ 1lbl-flal

"= b a

m(b—a) = f(b)-f(a]

m(b—x + x—a) = flb)—f(x) + f(x)—f(a]

m(b—x) + m(x—a) = m,[b—x| + m,(x—a]

(m—m, |(x-a) = (m,—m](b—x]
Welil beide Faktoren der linken Seite und der Faktor (b-x) positiv sind, muss
auch m,—m positiv, also m < m, sein!

qg.e.d.

Potenzen, Exponential- und Logarithmusfunktion 56



Fur konvexe Funktionen gilt weiterreichend :

flej—fla) _ fixi)=fle] _ flxo)=f[x,) _ fld]=f[x,] _ f(b]—f(d]
c—a X,—C X,—X, d—x, b—d ’
fir a < c < x, < X, <d < b,also
flo—fla) _ flxJ=f[x,) _ flo—f(d]
c—a Xo— X4 b—d
und damit

flxg|=F[x,)| _ max[ | >—f<d>‘ f(c>_f<a>}
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Die konvexe Funktion f:IR —> IR geniigt also auf |[c,d|c|a,b]
folgender Lipschitz-Bedingung :

f(X_z)—f(XJ

< MmaxX

f(b)—f(d)‘
b—d ’

f(X_z)—f(XJ

< L firalle x,y € |c,d|c|a,b]

‘f(xz)—f(x1)‘ < L |x,—x,| firalle x,y € [c,d]|c[a,b]
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Der Fortsetzungssatz von Q auf R

Jede Funktion f:Q —> IR, die in jedem Intervall |c,d] einer Lipschitz-
Bedingung unterliegt, ist stetig und laBt sich stetig auf IR fortsetzen !

Beweis :
Eine Funktion ist streng monoton wachsend, wenn gilt :

Furalle x,x, € @ © X, < X, = f[x;] < f(xy)

Sei x € R\@ mitder Intervallschachtelung x = |a,,b,]

nelN -

Wir zeigen, dass y = [f(an),f(b
ist :

auch eine Intervallschachtelung

N/ IneIN
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Wegen der Monotonie gilt [f(an+1),f(bn+1)] - [f(an),f(bn)] furalle n € IN .

n n

Wegen der Lipschitz-Eigenschaft gilt f(b
n € IN.

|-fla,) < L(b,—a,] fir alle

Deshalb ist lim f(b |-f(a,] < lim L(b-a,] =0 .

n->oo n->oo

= 3 S8

Die fortgesetzte Funktion f : IR —— IR genugt der gleichen Lipschitz-
Bedingung :

Seien x, = |a,,b,] . ., X, = [c,.d,

Intervallschachtelungen gegeben.

mit entsprechenden rationalen

neN
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Seien X, = [an’bn]nelN , Xy = {Cn’dn]nelN

Intervallschachtelungen gegeben. Dann folgt :

mit entsprechenden rationalen

f(an)—f(cn) < L
f(an)—f(cn) < L
im |f(a,]—f(c,|| < lim L |a,—c,

F{x,)=F(x,)| < L |x=x,

a,—C,

a,—C,

Jede Funktion, die einer Lipschitz-Bedingung genugt, ist stetig :

Sei (X, €inen Folge mit lim x, = x .

n->oo

Dann ist ‘f(xn)—f(x)‘ < L |x,—x| , lim ‘f(xn)—f(x)| < lim L |x,—x| = 0

n->o n->o

g.e.d.
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Die Exponentialfunktion y = b, b > 1fir g € Q

NP E R SIS IPANIEIR

f:y=16"

+ @ [#]2°
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(1) Die Funktion y = b" , b > 1 istfir n € IN konvex.

#]

(R]A 7 A0 LN = b

O fry=16" N 1
+
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1 2
m, = 5 kZ; my
(OMAe Mg 1 3
m,; = 3 l; m,
((\\6 m, 1 4
my, = 4 Z m,
k=1
m m, 1 5
m, Mys = 5 Z m,
——— [ m, k=1
: _ : > 1 <
3 3 Me = & l; my
Wenn man die Konvexitat der Funktion y = b" fir n € IN etwa auf dem
Intervall  [-3;3] nachweisen will, muss man zeigen, dass
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b*~b

b '-b 2 = blb2-b] = bm,

b°~b" = blb'-b? = bm, = b’m,
b'-b°® = blb°~b7"] = bm, = b°m,

= blb'-b°) = bm, = b*m,

O

|I\)
U—\
|

b(b%—b")

o
|00
o
N
|
|
o
3
SN
[
)
(&)
E
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1
My 6
1
My 6
1
My 6
Analog :
1
My5 5
1
My 4
1
My 3
1
my, 5

(m1+m2+m3+m4+m5+m6)
2 3 4 S}
(m1+bm1+b m,+b”m,+b"m,+b m1)

m1(1+b+b2+b3+b4+b5)

m,[1+b+bZ+b%+b*]
m1(1+b+b2+b3)
m1(1+b+b2)

m,[1+b)
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Behauptung: m, <m, <mg,; <m, < m; < Mg

m,, < My,

;— m,(1+b) < :13— m1(1+b+b2)

3[1+b) < 2(1+b+b2)
3+3b < 2+2b+2b’
1+b < 2b® wahre Aussage ,wegen 1 < b < b’

Die anderen Ungleichungen beweist man entsprechend !

Wir haben damit gezeigt, dass die Funktion y = b" fir n € IN auf dem
Intervall [—3:3| konvex ist.

Entsprechend wurde man zeigen, dass die Konvexitat auf jedem
beliebigen Intervall |[—N;N| gegeben ist .
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(2) Die Funktion y = b%,b > 1, g € Q ist konvex.

Wir wahlen ein Intervall |—N;N| wund eine rationale Zahl

e [-N;N] = l—i\l—ti\l—t]

s Nt Nt Nt
: t — p'! bt — bt .
Man muss zeigen, dass ist !
SRR EES s Nt _ Nt
t t t t
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bt —b' _ b —b'
s _ _ Nt Nt Nt
t t t t

1 \s 1\~ Nt 1 \Nt 1\~ Nt
NS
s — — Nt S Nt - — Nt

1
t

Die letzte Aussage ist wahr, da die Funktion y = (b ) , N € IN konvex

auf [—N;N] ist!
Also ist auch die Funktion y = b%, g € Q konvex auf |[—-N;N| !

qg.e.d.
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(3) Die Funktion y = b%,b > 1 ist fir q € @ konvex und genigt
daher in jedem Intervall |a,b] einer Lipschitz-Bedingung !

(4) Die Funktion y = b%, q € Q ist streng monoton wachsend !

Beweis :
:

Sei :— <:— mit r < 7. Dannfolgt b' = vb " < Vb " = b

(5) Die Funktion y = b%, g € @ geniigtin jedem Intervall |a,b] einer
Lipschitz-Bedingung , ist also stetig und lasst sich stetig auf R
fortsetzen !

q.e.d.
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(6) Die Funktion y = b*, b > 1 istfir x € R streng monoton

wachsend !
Beweis :
Seien x = |a,b,| ., < X =13a,,b,|_ derart gegeben, dass sich die

rationalen Schachtelungen nicht Uberschneiden .

Danngilt x = |a,,b,]_, < b, < a, < a,,b, X .

n’™~n n’ n}nelN _

Wegen der strengen Monotonie der Funktion y =Db%,q € Q

lberschneiden sich die Bildschachtelung y = |b™,b>| ., ¥y = [b™,b>] _
ebenfalls nicht und es qilt

b* = [b*,b>| , < b* < b® < |b™ b™ _, = b*, also nach der
Grenzwertbildung b* < b* .

qg.e.d.
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Zwischenwertsatz fur stetige Funktionen

Sei f:[a,b] —=> R eine stetige Funktion mit f(a] < f(b) .
Dann gibt es zu jedem c¢ mit fla] < c < f(b] ein x € [a,b] mit
flx] = ¢ .

Beweis :

Wir konstruieren ein Intervallschachtelung wie folgt :

b = |agb,] = [a,b] , 1)l = b—a .
(. : w
a.+b a,+b
a,,—— | falls fl——=| > ¢
B . 2 2 1
L = la,by] = { ¢ . X o = J
d,+ d,+
| _20 O,bo_ falls f 20 % > ¢ |
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Wenn man das Verfahren weiter denkt, erhalt man eine Intervallschachtelung

l, = |a,.b,] 1,1 <

N

l\)|—\
S

neiN ?

n’»=n

mit dem Zentrum x € [a b] firalle n € N |,

a <¢c , b >c furalle n € IN ,

n n

ima. = limb. = x .
n n

n-> oo n=-» oo

Wegen der Stetigkeit folgt :

flx|] = limfla,) < ¢ , flx] =lmflb)=c , flx]=c

n->oo n->oo

q.e.d
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Nun betrachten wir die stetige Exponentialfunktion y = b*, b > 1 fiir
X € R.

Es sei irgend ein y, € IR gegeben.
Da I|lim b® = 0 und lim b* = « gibt es wegen der Monotonie Zahlen

X =>—00 X =00

a<b mit fla] <y, < flb

Nach dem Zwischenwertsatz und wegen der Monotonie gibt es genau ein
Xo Mit (X, =y, -

Deshalb qilt :

(7) Die Funktion y = b*, x € R ist surjektiv und die Funktion y = b”*,
X € R hat deshalb eine Umkehrfunktion, die sogenannte

Logarithmusfunktion zu Basis b, x = log,|y]
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(8) Die Umkehrfunktion einer streng monoton wachsenden stetigen
Funktion ist ebenfalls streng monoton wachsend und stetig, also folgt das
streng monotone Wachstum und die Stetigkeit der Logarithmus-
funktion x = log,(y)!

Beweis :

o €ine Folge mit lim y, =y .

n=>w

Sei |y,
Man muss zeigen, dass lim f'[y,| = f'[y) = x .

n->o0

Sei e>0 gegeben. Da f monoton wachsend und stetig ist, folgt mit dem
Zwischenwertsatz  f((x—e,x+€|| = (f(x—¢,f(x+e]] .

Es gibt nunein n, € IN mit:

ly —yl < min(y—f(x—e),f(x+e)—y) =:0, 6>0, furalle n = n,

y—0 <y, < y+d fluralle n=n,
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Also :

y, < y+0 furalle nx>n,

f_1(y—6) < f_1(yn) < f_1(y+6) < x+e furalle n
fly=8) < f'[y,) < f'ly+d] = x+e firalle n

X—e < f_1(yn) < x+e furalle n > n,

1f"(y,)-xI < e furalle n > n,

lim f_1(yn) = X = f_1(y)

n->oo
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Die Potenzgesetze fiir die erweiterte Exponentialfunktion y = b”,
b > 1, x € R gelten ebenfalls :

Seien x, y € R gegeben mit entsprechenden rationalen Intervall-
schachtelungen [a,,b,] v » [Cn Gy on

I b* - b¥ = lim b™ - lim b™ = lim b™ - b™ = lim b™ "> =
n->o N->o0 n->o N-> oo
lim a, + c, lim a, + lim c,

— bn-)oo — bn->oo n-w — bX ty

b* ban a — lim a, — c, lim a, — lim c, « _

— 1 — 1 n n— N — n-ow n-o — y
| > = Iim Cn—Ilmb = = Db = Db

b n->oo b n->co
o () =tim (6™ = lim b e = b T = pm T o e

n->o0 n->o
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Es gelten folgende Logarithmengesetze :

Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion sind Umkehrfunktionen
voneinander :

b =y log,(b] = x
| Iogb(y1 : y2) = Iogb(y1) + Iogb(yZ)
I Iogb(y—1) = 10y (Y] — log,|y,)
Yo

M logly") = n - log,|y]
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Beweis :
Seien y, = b™, y, = b™ gegeben .

| Iogb(Y1 ' yz) = |09b(bx1 ' bxz) = IOgb(bx1 " Xz) = X+ X; =
= log,|y,| + log,|y,)

X4

I Iogb(%) = Iogb(:;_x2 = Iogb(bX1_ Xz) = X3 — X3 =
= Iogb(y1) — IOgb(Y2)

- og,y'] = log,|[bf'] = log,(b" *) = n - x = n - log,ly
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